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Partie 1 : Mots

Exercice 1

SoitA un alphabet : on suppose queA est muni d’un ordre total noté ď.
1. Montrer qu’il existe une bijectionφ : A Ñ J0, |A|´1K telle que pour tout a, b P A, a ď b ðñ φ(a) ď

φ(b) (en moins formel : tout ordre total sur un ensemble fini est assimilable à un ordre linéaire).
On pose ďlex l’ordre lexicographique surA˚ : pourm etm1 deux mots, on am ď m1 ssi, en notant p le préfixe
commun le plus long dem etm1, avecm = pq etm1 = pq1, q = ε ou q0 ď q1

0.

2. Exemple : soit B = ta, bu, et ď l’ordre alphabétique latin usuel. Déterminer si abba ď abab et si abba ď

abbabaab.
3. Montrer que l’ordre lexicographique est bien un ordre surA˚ ; montrer qu’il est total, mais pas bien fondé.

Exercice 2

SoitA un alphabet etm unmot. La complexité dem est la fonction pm : J0, |m|K Ñ N qui, à un entier k, associe
le nombre de facteurs distincts dem de longueur k.

1. Soitm = banana. Déterminer pm(k) pour k P J0, 6K.
2. Montrer que pour tout k, pm(k) ď |A|k.
3. Montrer qu’en fait, pour tout k, pm(k) ď min(|A|k, |m| ´ k + 1).

On peut étendre la notion de complexité aux mots infinis : un mot infini est un élément deAN, et la complexité
d’un mot infinim est définie surN.

4. Soitm = aaaaaa . . . Déterminer pm(k) pour tout k P N.
5. Même question pourm = abbaaaaaaaa . . .

6. Montrer que pour tout k, pm(k) ď |A|k.
7. Exhiber un mot infini tel que pour tout k P N, pm(k) = |A|k.

Exercice 3

Soit n ě 1, soitA un alphabet binaire. On poseGn = (An, V ) le graphe orienté étiqueté des mots de longueur
n tel quem a

ÝÑ m1 ssim1 Ěs ma.
1. DéterminerG3.
2. Montrer que pour tout motm, degS(m) = 2.
3. En déduire qu’il existe un cycle eulérien dansGn.
4. Un mot de de Bruijn est un mot contenant comme facteur de tout élément deAn avec une seule occur-

rence. Montrer que pour tout n P N˚, un tel mot existe.
5. On suppose désormais que l’alphabet est ternaire : existe-t-il un mot de de Bruijn sur un tel alphabet?

Exercice 4

Avec l’alphabetA = t(, )u, on dit qu’un mot est bien parenthésé s’il vérifie les propriétés suivantes :
— ε est bien parenthésé ;
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— sim est bien parenthésé, alors (m) est aussi bien parenthésé ;
— sim etm1 sont bien parenthésés, alorsm ¨ m1 est aussi bien parenthésé.

1. Déterminer si ((()())()), )(()) et ())(() sont bien parenthésés.
2. Donner un algorithme de complexité linéaire en la longueur dumot décidant si unmot est bien parenthésé.
3. On noteCn le nombre de mots bien parenthésés de longueur 2n. Montrer que :

Cn+1 =
n

ÿ

k=0

CkCn´k

4. Donner un algo de complexité polynomiale donnant le nombre de mots bien parenthésés de longueur 2n.

Exercice 5

1. Unmot fini est dit primitif s’il ne peut pas s’écrire sous forme d’une puissance non-nulle.Montrer que tout
mot x peut s’écrire de manière unique sous la forme rp, où r est un mot primitif et p P N (r est appelé la
racine primitive de x).

2. Soient x et y deux mots finis tels que xy = yx. Montrer qu’il existew P A˚ et deux entiers p et q P N tels
que x = wp et y = wq.

3. En déduire, pour tout mot fini x, le commutant de x : Com(x) = ty P A˚ | xy = yxu.

Exercice 6

SoitA = t0, 1u.Ondit qu’unmot finix est équilibré si pour toute paire (f, g)de facteurs dex vérifiant |f | = |g|,
on a ||f |0 ´ |g|0| ď 1.

1. Soit x = 0101. Montrer que x est équilibré.
2. Soit x = 0010010101. Montrer que x n’est pas équilibré.
3. Montrer qu’un mot x n’est pas équilibré ssi il existem P A˚ tel que 0m0 et 1m1 sont des facteurs de x.

Partie 2 : Langages rationnels

Exercice 7

Pour un langage L Ď A˚, on note les opérations suivantes :
— L+ = tm1 ¨ m2 ¨ . . .mk | k ě 1, @i P J1, kK,mi P Lu ;
— L? = L Y tεu.

Montrer que les langages rationnels sont stables par ces deux opérations.

Exercice 8

Soient u, v P A˚. Montrer qu’il existe un uniquew P A˚ tel que u˚ X v˚ = w˚.

Exercice 9 : lemme d’Arden

Soient A et B Ď A˚ deux langages (pas forcément rationnels). On considère l’équation suivante, d’inconnue
L Ď A˚ :

L = AL+B

1. Montrer que Ls = A˚B est solution de l’équation.
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2. Supposons de plus que ε R A : montrer que Ls est l’unique solution de l’équation.
3. Exhiber un exemple où ε P A et l’équation a plusieurs solutions.

Exercice 10

Soit L Ď A˚ un langage. On dit qu’un langageM Ď A˚ vérifie la propriété PL s’il vérifie les trois conditions
suivantes :

— ε P M ;
— L Ď M ;
— M2 Ď M .

Montrer que L˚ est le plus petit langage vérifiant la propriété PL.

Exercice 11

Pour un langage L P A˚, on note rL le miroir de L :

rL = tm|m|´1m|m|´2 . . .m1m0 | m0m1 . . .m|m|´2m|m|´1 P Lu

Montrer queRat(A˚) est stable par miroir.

Exercice 12

Pour un langage L P A˚, on note Pref(L) l’ensemble des préfixes de L :

Pref(L) = tm | Dx P L,m Ďp xu

Montrer queRat(A˚) est stable par préfixation.

Partie 3 : Automates

Exercice 13

SoitA = ta, bu. Déterminer si les langages suivants sont rationnels :

1. tap | p premier u ;
2. tm P A˚ | |m|a = |m|bu ;
3. ta2nbn | n P Nu ;
4. tanbm | n ‰ mu ;
5. ta2

k
| k P Nu ;

6. tak
2

| k P Nu ;
7. tm ¨ m | m P A˚u ;
8. tpalindromesu ;

9. ta2
k

| k P Nu ;
10. tcodage binaire des nombres premiersu.

Exercice 14

Appliquer l’algorithme d’élimination d’états aux automates suivants, en éliminant les états dans l’ordre croissant :
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Exercice 15

Pour obtenir une expression régulière à partir d’un automate fini, un autre algorithme est l’algorithme de
McNaughton-Yamada, dont l’idée est la suivante :
SoitA = (A, Q, I, F, T ) un automate fini. Quitte à renomer les états, on suppose queQ = J0, NK. Pour toute
paire d’états p et q, on définit alors Lp,q = tm P A˚ | p

m
ÝÑ˚ q dansAu.

1. DécrireL(A) à partir des Lp,q.

2. On définit L(k)
p,q = tm P ˚ | p

m
ÝÑ˚ q dansA où tout état intermédiaire est ă ku.

a) Décrire Lp,q à l’aide des L
(k)
p,q .

b) Déterminer, pour toute paire (p, q), une expression régulière pour L(0)
p,q .

c) Soit k fixé. On suppose disposer d’expressions régulières pour tout L(k)
p,q . Donner une méthode per-

mettant d’obtenir une expression régulière pour L(k+1)
p,q pour une paire d’états (p, q).

d) Donner un pseudo-code implémentant l’algorithme deMcNaughton-Yamada.
3. Déterminer la complexité temporelle de l’algorithme deMcNaughton-Yamada.
4. Appliquer l’algorithme deMcNaughton-Yamada sur l’automate fini suivant :

Exercice 16

Pour un langage L P A˚, on note
?
L la racine de L :

?
L = tu P A˚

| u ¨ u P Lu

Montrer queRat(A˚) est stable par passage à la racine.

Exercice 17 : Centrale 2023

Pour deux langages L etK Ď A˚, on note L Ź K le langage suivant :

L Ź K = tuwv | uv P L,w P Ku

Montrer queRat(A˚) est stable par l’opération Ź.

Exercice 18

Pour deux mots finis x et y, le shuffle (ou mélange) de x et y est le langage :

x ˛ y = tx0y0x1y1 . . . xnyn | @i, xi, yi P A˚, x = x0x1 . . . xn et y = y0y1 . . . ynu

Attention : les xi et yi sont des mots, potentiellement vides.
1. Soient x = ab et y = cde. Déterminer x ˛ y.
2. Pour deux langagesX et Y , on définitX ˛ Y =

Ť

xPX,yPY

x ˛ y. Montrer que siX et Y sont réguliers, alors
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X ˛ Y est régulier.

Exercice 19

Déterminiser les automates suivants :
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Exercice 20 : résiduels

Pour un langage L Ď A˚ et un mot x P A˚, on définit le langage :

x´1L = ty P A˚
| xy P Lu

Pour deux mots x et y P A˚, on note x „ y ssi x´1L = y´1L.
1. Montrer que „ est bien une relation d’équivalence.
2. Montrer que pour x, y P A˚ et a P A, si x „ y, alors x ¨ a „ y ¨ a.
3. Montrer que si „ admet un nombre fini de classes d’équivalence, alors L est régulier.
4. Montrer que si L est régulier, alors „ admet un nombre fini de classes d’équivalence.

Indication : si L est régulier, alors L est reconnu par un automate déterministe complet.
5. (*) Montrer qu’il existe, à isomorphisme près, un unique automate déterministe minimal reconnaissantL.
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