CPGE 2éme année — Louis-le-Grand — Pierre BEAUR

Travail

Paddings rationnels 03

1 Logarithme d’un langage

Soit A un alphabet fini et L = A* un langage. On définit le logarithme de L :

LOG(L) = {ue A* | v e A*, |v| = 2™ etuv € L}
L'objectif est de montrer que si L est régulier, alors LOG(L) aussi.

Soit 2 = (A, Q, i, F,§) un automate fini déterministe reconnaissant L. On pose G = (P(Q))?. On définit, pour
g, h € G, lopération :

goh=q~ | 9(¢)

q'eh(q)

On pose gp € G lafonction gy : ¢ — {(q,a) | a € A}.
On définit enfin 'automate déterministe B :

— lalphabet est toujours A;

— sesétatssont Q' = @ x G;

— son étatinitial est i’ = (7, go);

— lafonction de transition est A : ((¢, g),a) — (d(q,a),g0 g);
— les états finaux sont F' = {(q,9) | F' n g(q) # &}

Exercice 1

Donner la définition « en frangais » de G, puis déterminer son cardinal.

Exercice 2

On définit, pour n € N, la propriété suivante :

P(n):Vze A", A*(i' x2) = (q,9) == 6*(i,r) =qetVre Q,g(r)={seQ|Ime A% 6*(r,m) = s}

Moins formellement, A* (7', ) renvoie 0* (4, ) ainsi que la fonction qui, 4 un état, associe les états atteignables
apres lecture d’un mot de longueur olzl,

Montrer, pour tout n € N, la propriété P(n).
On pourra utiliser la notation 6*(r, AX) = {s € Q | 3Im € AX,6*(r,m) = s} pour K € N.

Exercice 3

Montrer que *B reconnait LOG(L).




2 Généralisation a d’autres fonctions

De maniére générale, pour f : N — N et un langage L, on définit :

PAD¢(L) = {ue A* | Jv e A*, |v| = f(|u|) etuv € L}
Onnotealors FP = {f : N - N | VL < A* Lrationnel = PAD/(L) rationnel} : ce sont les fonctions qui

préservent la rationnalité des langages par I'opération de remplissage PAD.

Exercice 4
1. Justifier quee : n+— 2" € FP.
2. Montrer que tdy : n+—n € F'P.
3. Montrerquec: n — n?e FP.
Indication : on posera ()) = QQ x G x G, et on remarquera que (n + 1)2=n?+2n+1
4. Justifier succinctement que pour tout k € N, fj, : n +— n¥F € FP.

S. Montrer que fibo : n — fibo(n) € F'P (avec fibo(0) = 0, fibo(1) = 1 et fibo(n + 2) = fibo(n +
1) + fibo(n)).
6. Justifier que F'P # NN,

3 Considérations algorithmiques

Exercice 5
Soit A = (A, Q, 1, F, 0) un automate fini.
1. Donner la taille d’un automate B reconnaissant LOG(L(2l)).

2. Proposer un algorithme en pseudo-code permettant de construire B a partir de 21.

3. Etablirla complexité temporelle de votre algorithme.




	Logarithme d'un langage
	Généralisation à d'autres fonctions
	Considérations algorithmiques

