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1 Logarithme d’un langage

SoitA un alphabet fini et L Ď A˚ un langage. On définit le logarithme de L :

LOG(L) = tu P A˚
| Dv P A˚, |v| = 2|u| et uv P Lu

L’objectif est de montrer que si L est régulier, alors LOG(L) aussi.

Soit A = (A, Q, i, F, δ) un automate fini déterministe reconnaissant L. On pose G = (P(Q))Q. On définit, pour
g, h P G, l’opération :

g ˝ h = q ÞÑ
ď

q1Ph(q)

g(q1)

On pose g0 P G la fonction g0 : q ÞÑ tδ(q, a) | a P Au.
On définit enfin l’automate déterministeB :
— l’alphabet est toujoursA ;
— ses états sontQ1 = Q ˆ G ;
— son état initial est i1 = (i, g0) ;
— la fonction de transition est∆ : ((q, g), a) ÞÑ (δ(q, a), g ˝ g) ;
— les états finaux sont F 1 = t(q, g) | F X g(q) ‰ Hu.

Exercice 1

Donner la définition « en français » de G, puis déterminer son cardinal.

Exercice 2

On définit, pour n P N, la propriété suivante :

P (n) : @x P An,∆˚(i1, x) = (q, g) ðñ δ˚(i, x) = q et @r P Q, g(r) = ts P Q | Dm P A2n , δ˚(r,m) = su

Moins formellement,∆˚(i1, x) renvoie δ˚(i, x) ainsi que la fonction qui, à un état, associe les états atteignables
après lecture d’un mot de longueur 2|x|.

Montrer, pour tout n P N, la propriété P (n).

On pourra utiliser la notation δ˚(r,AK) = ts P Q | Dm P AK , δ˚(r,m) = su pourK P N.

Exercice 3

Montrer queB reconnaît LOG(L).

1



2 Généralisation à d’autres fonctions

Demanière générale, pour f : N ÞÑ N et un langage L, on définit :

PADf (L) = tu P A˚
| Dv P A˚, |v| = f(|u|) et uv P Lu

On note alors FP = tf : N Ñ N | @L Ď A˚, L rationnel ùñ PADf (L) rationnelu : ce sont les fonctions qui
préservent la rationnalité des langages par l’opération de remplissage PAD.

Exercice 4

1. Justifier que e : n ÞÑ 2n P FP .
2. Montrer que idN : n ÞÑ n P FP .
3. Montrer que c : n ÞÑ n2 P FP .

Indication : on poseraQ1 = Q ˆ G ˆ G, et on remarquera que (n+ 1)2 = n2 + 2n+ 1.
4. Justifier succinctement que pour tout k P N, fk : n ÞÑ nk P FP .
5. Montrer que fibo : n ÞÑ fibo(n) P FP (avec fibo(0) = 0, f ibo(1) = 1 et fibo(n + 2) = fibo(n +

1) + fibo(n) ).
6. Justifier que FP ‰ NN.

3 Considérations algorithmiques

Exercice 5

SoitA = (A, Q, i, F, δ) un automate fini.
1. Donner la taille d’un automateB reconnaissant LOG(L(A)).
2. Proposer un algorithme en pseudo-code permettant de construireB à partir deA.
3. Établir la complexité temporelle de votre algorithme.
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