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Chapitre

Langages formels 01

1 Mots

Définition 1 : alphabet et mot fini

Un alphabet est un ensemble fini. Il est classiquement dénoté A ou X (pour « symboles »).

Un mot (fini) est une succession (finie) de lettres. Plus formellement : soit n € N. Un mot de longueur n est un

élément de A™. Un mot fini est un élément de ] A"
n=0

Il existe un (seul) mot de longueur 0, le mot vide : il est généralement noté € (pour « empty »).
A noter : un mot n’a de sens quavec un alphabet fixé. Parfois, cet alphabet n’est donné qu’implicitement.

Sur lalphabet A = {0, 1}, on ales mots 0,010, 0001000 ou 0100101001.

Sur l'alphabet ASCII (26 lettres latines), on a les mots « bonjour », « abed » ou « wdzieczny ».

Notation.

1. Pour un mot m, sa longueur est notée |m/.
2. Soit a € A. On note |m|, le nombre d’occurrences de la lettre @ dans m. On a donc |m| = Z |4
acA
3. Lorsqu'on a un mot m, on note généralement m = mqgm . . . My —1 ot les m; dénotent les lettres composant le
mot m. Par exemple, si m = bonjour, alors onamy =b, m; =0, my =n,mg =j,mg =o, ...

Définition 2 : ensembles de mots

Soit A un alphabet. Pour n € N, on note A" I'ensemble des mots de longueur 7.

On note A* 'ensemble de tous les mots finis sur A : A* = ] A"
neN

Il existe une opération centrale lors de la manipulation de mots : la concaténation.

Définition 3 : concaténation

Soit A un alphabet, et soient u et v deux mots sur A. La concaténation de u et de v, notée u - v, est le mot de
longueur |u| + |v| vérifiant :
pour tout 0 <@ < |u| — 1, (u - v); = u;;

pour tout 0 < i < |v] — 1, (U - V)juj4s = Vs

“ Soit u = apple, v = pen, alors u - v = applepen.

1. En réalité, il nest pas nécessaire techniquement que u et v soient définis sur le méme alphabet. Si v est défini
sur A et v sur B, alors u - v est défini sur A U B.

2. Techniquement, on peut dire qu’un mot est la concaténation de toutes ses lettres.
3. En pratique, tout comme on utilise rarement le « x », le « - » est généralement implicite, et on note uv.

4. Par analogie avec le produit, on parle de la puissance d’un mot : uk désigne la concaténation de k copies du

mot u. Pour tout mot u, u® = «.




S. Pour u et v deux mots, |u - v| = |u| + |v], et pour toute lettre @ € A, |u - v|, = |u|, + |V]a-

Définition 4 : préfixe, suffixe

Soit A un alphabet, et soient u et v deux mots finis sur 4. On dit que :
u est un préfixe de v s’il existe w un troisi¢me mot tel que v = u - w;

u est un suffixe de v §’il existe w un troisieme mot tel que v = w - w.

freestun préfixe de freluquet et un suffixe de chi f fre. aba est 4 la fois un préfixe et un suffixe de ababa.

Propriété 5 : ce sont des relations d’ordre

Soit A un alphabet. Alors la relation de préfixe, notée =, définit une relation d’ordre partielle sur A*.
De méme, la relation de suffixe, notée 3, définit une relation d’ordre partiel.

Démonstration.

On prouve que la relation de préfixe est une relation d’ordre.
Réflexivité : soit v un mot, alorsu = u - €, donc onabien u =, u;

Transitivité : soient u, v et w trois mots tels que u =, v etv £, w : alors il existe = et y deux mots tels
quev =u-zetw = v -y. Alors:

g
Il

vy
=u-z)-y=u-(r-y)

Donc on abien u =, w.

Antisymétrie : soient u et v deux mots tels que u £, vetv =, u. Alors il existe w et W tels que
v =u-wetu = v - W. Mais alors :

U=v-w
=(u-w)- w
=u-(w-w)

Donc |u| = |u - (w - )| = |u| + |w| + || : donc en particulier, |w| = || = 0. Autrement écrit,

w=w=c.Doncv=u-w=u-£=u.

Partialité : Techniquement, si Card(.A) = 1, larelation de préfixe est totale. Dans le cas (plus classique)
ot Card(A) > 2, soienta et bdeuxlettresde A:alorsa &, betb &, a. Pire encore : on peut construire
une famille infinie de mots (7, ) e tels que tous les mots sont deux a deux incomparables. Il suffit de
poser m,, = a™b pour toutn € N.

L'ordre préfixe est un ordre qu'on dit bien fonde : il n’existe pas de famille infinie strictement décroissante.
Toutefois, la famille (172, ) nery exhibée est une famille infinie d¢léments incomparables : on appelle une telle famille
une antichaine, et l'existence de cette chaine fait que l'ordre préfixe n’est pas un bel ordre.

Par ailleurs, si u =, v, alors |u| < |v].



Définition 6 : facteur et sous-mot

Soit A un alphabet, et u et v deux mots. On dit que w est un facteur de v s’il existe et y deux autres mots tels que
v=x-u-y.

On dit que w est un sous-mot de v s’il existe ¢ : [0, |u| — 1] — [0, |v| — 1] strictement croissante telle que pour
tout k € [0, |u| — 1], vgr) = .

“ stuc est un facteur de lustucru; uuu est un sous-mot de lustucru.

Propriété 7 : ce sont encore des relations d'ordre

Soit A un alphabet. Alors la relation de facteur, notée <, est une relation d’ordre partielle sur A4*.
De méme, la relation de sous-mot, notée <, définit une relation d’ordre sur A*.

Démonstration.
La réflexivité, la transitivité et lantisymétrie tombent avec des arguments similaires au cas de la relation préfixe.
Pour la partialité : encore une fois, si Card(.A) = 1, la relation est totale. Si Card(A) > 2,avecaeth € A,
a X7 betb X a; et pire encore, la famille (1m,,) nen avec m,, = ab™a est une antichaine.

De maniere générale, il existe une kyrielle de résultats sur les mots. La difficulté est qu'en combinatoire des mots,
beaucoup de résultats sont intuitifs, mais pénibles a prouver.

Lemme 8 : lemme de Levi

Soit A un alphabet, et soient (z,y,z’,y') € (A*)%. On suppose que zy = z'y’. Alors il existe z € A* tel que
'un des deux cas a lieu :

oubienx = 2’z ety = zy (si|z| = |2']);
oubienz’ = zzety = 2y’ (si|z| < |2']).

Démonstration.

On étudie le cas ott x| > |2/|, lautre étant symétrique.

Notons M = zy = 'y’ le grand mot, et M = MMM, ... Mjps)—1. Alors par définition de la concaténa-
tion, pour tout 0 < ¢ < |z| — 1, M; = x;. De méme, pour tout 0 < i < [2| — 1, M; = 2. Or, on sait que
2| = |2'| : dong, pour tout 0 < i < [2'| — 1, 2 = M; = x;. Notons 2 = Z|y/|Z|3|41 - - - T|g|—1. Alors, par
définition de la concaténation, z = 2’ - 2.

On sait alors que M = zy = 2’2y = 2'y’. Par définition de la concaténation (césure apres x’), on en déduit
donc que |zy| = || et que pour tout 0 < ¢ < |zy|, (2y); = M; = y;; autrement écrit, 2y = y/'.

Ce lemme peut étre compris par un simple dessin :

T Yy

Une notion classique autour des mots finis est celle de mot périodique.

Définition 9 : mot périodique

Soitm € A*. Pour p € N, on dit que m est p-périodique si pour tout j < |m| —p — 1, m; = m;,.




“ coucou est 2-périodique; bamba est 3-périodique.

Il est classique d’étendre la notion de périodicité au cas ou k € Q. Par exemple, si on considere le mot bamba,
on observe que bam se répete presque : on peut dire alors que bamba est 5/3-périodique. Cest dans ce contexte
qu’existe le théoréme de Dejean-Rao.

L'ensemble des périodes d’un mot bénéficie d’une certaine structure. Dans le cas des mots infinis, il s’agit simplement
d’un idéal de N. Dans le cas des mots finis, c’est légerement plus compliqué.

Théoréme 10 : théoreme de Fine-Wilf

Soit 7 un mot, et soient p et ¢ deux périodes de m. Si |m| = p + ¢ — PGCD(p, q), alors PGCD(p, q) est aussi
une période de m.

Démonstration.

Preuve récupérée chez Michel Rigo.
On commence parun lemme intermédiaire :

Soit m un mot, et p et ¢ deux périodes de m. On suppose que m = p+ g — 1 etque p et ¢ sont premiers
entre eux. Alors m est constant.

Démonstration.

Soit f : [0,p+ ¢ — 1] — [0,p+ ¢ — 1] telle que:

f(x)—{$+p six < ¢

T —q sinon

Alors f est une permutation de [0, p+ g — 1]. Soit j > 0 tel que f7(0) = 0; alors si on a itéré a fois
le premier cas et b fois le second, onaap—bg = Oeta+b = j.Doncq | a,p | bdoncj = p+¢q. Par
propriétés de l'ordre d’une permutation, on en déduit que j = p + ¢; donc f est une permutation
composée d’un seul cycle de longueur et dordre p + g.

On observe maintenant que 1mg = M) = M2(g) par p et g-périodicités; donc m est constant.

Reprenons notre lemme et ses hypotheses. Montrons que s’il est vrai lorsque |m| = p+¢—PGCD(p, q), alors
il est vrai pour les mots plus longs. En effet, on saurait alors que le préfixe de m de longueur p+¢—PGCD(p, q)
admetd = PGCD(p, ¢) comme période; donc, plus petit encore, le préfixe de m de longueur p admet d comme
période. Comme d | p, ce préfixe sécrit sous la forme 2P/, Mais m est p-périodique : donc m s¥écrit sous la
forme (z7/)tu¢; donc finalement, m est d-périodique.

Montrons donc que le théoréme est vrai lorsque |m| = p + ¢ — PGCD(p, ¢). Considérons les mots
m© m® om0 m® = MM dMig2d - - - Mid(p/d+q/d—2) > €€ sont les mots obtenus en consi-
dérant les lettres une fois sur d. Alors chacun de ces mots est de longueur p/d + ¢/d — 1, et sont périodiques
de périodes p/d et ¢/d; comme d = PGCD(p, q), p/d et g/d sont premiers entre eux. Donc d’apres le lemme,
chacun de ces mots est constant.

Donc par construction des m®, m est d-périodique!




2 Langages
Ce chapitre traite de questions de langages formels (qui ne sont pas des langages de programmation!) :

Définition 12 : langage

Soit A un alphabet : un langage est un sous-ensemble de A*.

L'ensemble des langages sur A est donc P (A*).

Soit A = {0, 1}.
— Alors £y = {0"1 | k € N} est un langage.
— Deméme, £; = {17 | p est un nombre premier } est un langage.
— Remarquons que £, = (J est un langage, appelé le langage vide.
— Aussi, £3 = {101001} est aussi un langage (qui ne contient qu’un seul mot).

— Parailleurs, £, = {codages binaires des futurs numéros du loto } est aussi un langage.

De maniere générale, on observe qu’il y a des langages plus ou moins complexes a décrire algorithmiquement. Géné-
ralement, on analyse cette complexité a I'aide de la hiérarchie dtie 8 Chomsky, du plus simple au plus complexe : langages
réguliers, algébriques, contextuels et récursivement énumérables. Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur I'échelon
1 : les langages réguliers. Ils sont censés représenter le modele de calcul le plus simple qui existe en informatique.

Définition 13 : opérations rationnelles sur les langages

Soit A un alphabet, et L et L’ deux langages sur A. On définit les langages suivants :
L+L=Lul' ={m|meLoumelL'};
L-I'={u-v|ueLvel};

pourne N, L" = {my -mg----- my | V1 <i < n,m; e L};
L* = L
n=0

\Le dernier opérateur est appelé « étoile de Kleene ».

| Pour n’importe quel langage L, L® = {e}.

Propriété 14 : quelques propriétés des opérations rationnelles

L’addition est commutative, pas la concaténation;
L’addition et la concaténation sont toutes les deux associatives;
La concaténation est distributive par rapport a 'addition;

Létoile de Kleene est involutive.

Une approche algébrique de la théorie des langages formels souligne que (A*, -) est un monoide, appelée monoide
libre; (P(A*), -) est aussi un monoide.

Définition 15 : langages rationnels

‘ensemble des langages rationnels est le plus petit ensemble de P(.A*) contenant I'ensemble vide et les singletons
{a} pour a € A, qui soit stable par union, concaténation et étoile de Kleene. On note cet ensemble Rat(A*).




On se restreint 4 Ialphabet A = {a, b}.
— {aabb} est un langage rationnel : en effet, {aabb} = {a} - {a} - {b} - {b}.
— De maniere générale, pour tout mot fini non vide m € A", {m} € Rat(A*).
— Plus subtil : {e} = &*, donc pour tout mot fini m € A*, méme vide, {m} € Rat(A*).

— Aestun langage rationnel : A = -+ {a}.
acA

— On en déduit que A* est un langage rationnel.
— {m e A* | m est une succession de a} est un langage rationnel : il s’agit de {a}*.

— {m | il n’y a pas deux a d’affilée dans m} est un langage rationnel.

Définition 16: expressions réguliéres

Soit A un alphabet. Les expressions régulieres sont définies de la maniere suivante :

(J et € sont des expressions régulicres;
pour touta € A, a est une expression réguliére;

si E et ' sont deux expressions réguliéres, alors :

E | E' est une expression réguliére;
E - E' est une expression réguliére;

(E) est une expression réguliére;

E™ estune expression réguliere;
E? est une expression réguliere;

(a rajouter plus tard!!!) £ est une expression

\ E* est une expression réguliere; régulicre.

Définition 17 : langage régulier

Soit A un alphabet, et £ une expression réguli¢re. Le langage de 'expression £, noté L( E), est défini par induction
structurelle sur F :

L(D) = D, L(e) = {e};
L(a) = {a} poura € A;

pour deux expressions régulieres E et £’ :

L(ET)=L(E) (L(E))";
L(E?) = {e} + L(E);
L(E) = A\L(E).

Un langage L est régulier s'il existe une expression réguliere E telle que L = L(E). On note Reg(.A*) I'ensemble
kdes langages réguliers sur A*.

Propriété 18 : TINTINTIN

Soit A un alphabet : Rat(A*) = Reg(.A*).

Démonstration.
= :Dabord, J € Reg(A*), et pour tout a € A, {a} € Reg(A*).
Montrons ensuite que les langages réguliers sont stables par les opérations rationnelles. Soient E et £’ deux
expressions régulieres définissant deux langages réguliers £(E) et L(E"). Alors :



L(E)-L(E)=L(E-E"),donc L(E) - L(E') est aussi un langage régulier;
(L(E))* = L(E*),donc (L(E))* est aussi un langage régulier.

Initialisation :
L() = & est rationnel;
L(g) = {e} est rationnel;

pour touta € A, L(a) = {a} est rationnel;

L(E)+ L(E') = L(E|E'"),donc L(E) + L(E") est aussi un langage régulier;

Donc Reg(.A*) contient (7, contient les singletons {a} pour a € A et est stable par les opérations rationnelles;
or, Rat(A*) est le plus petit ensemble de langages vérifiant ces propriétés. Donc Rat(A*) < Reg(.A*).
< : Montrons par induction structurelle que le langage d’une expression régulicre est un langage rationnel.

Hérédité : Soient E et £’ deux expressions réguliéres telles que £(E) et L(E') sont des langages rationnels.

Alors :
L(E | E') = L(E)+L(E")estrationnel;
L(E-E") = L(E)- L(FE') est rationnel; L(ET)=L(FE)- (L(E))* estrationnel;
L((E)) = L(FE) est rationnel; L(E?) = {e} + L(E) est rationnel.
L(E*) = (L(E))* est rationnel;

La distinction entre langages réguliers et expressions régulieres est une nuance entre sémantique et syntaxe. Les expres-
sions régulicres servent a désigner des langages réguliers : mais un seul langage régulier peut étre représenté par plusieurs

expressions régulieres différentes.

Par exemple, considérons L., = {m |iln’y a pas deux a d’affilée dans m}. Alors on peut écrire L., = (b | ab)*-(a | )

ouLe, = (a|¢€)-(b|ba)*. Dansles deux cas, L, désigne toujours le méme langage : ce langage est désigné par deux

expressions régulieres distinctes. On dit que ces deux expressions régulicres sont équivalentes.

Langages réguliers et induction

Une idée centrale dans la manipulation des langages réguliers est leur
structure inductive. Une interprétation de cette structure est sous forme
d’arbre. Par exemple, on a ici une représentation du langage ((a + b)*
c)* + b*.

Labre associé n’est pas nécessairement binaire, mais il est d’arité au plus
2. On appelle taille d’une expression réguliére le nombre de noeuds dans
larbre qui la représente.

A chaque expression réguliére est associé un unique arbre; mais, pour a

rappel, plusieurs expressions régulieres peuvent représenter le méme lan-

gage. a

Il est possible d’interpréter le probléeme de I'acceptation a l'aide de cette
représentation : si m est un mot et ¥ une expression réguliere, est-ce que @
m € L(E)? L’idée consiste alors a descendre le long de I'arbre.

Définition 19 : taille d’une expression réguliere

Soit E une expression réguliere. On définit | E'| inductivement :
siE=JouFE =apourac A |E|=1;
siE = FE'|E",|E|=|E'|+ |E"| + 1;
siE=FE'-E"|E|=|FE|+|E"+1;
siE = (E")*|E|=|FE|+1;

\ sik = (E), |E|=|F|




3 Automates finis : théorie générale

3.1 Définitions

Une autre approche de la théorie des langages formels est une approche graphaire.

Définition 20 : automate fini

Soit A un alphabet. Un automate fini 2 est un quintuplet (A, Q), I, F,T) ot :
( est un ensemble fini, appelé I'ensemble des états;
I < Q et F' < @) sont respectivement I'ensemble des états initiaux et des états finaux;

T < @Q x A x Q est 'ensemble des transitions.

Les automates sont, de maniere classique, représentés
par des graphes étiquetés, comme dans lexemple
ci-contre. Dans ce dessin, les états sont les sommets
du graphe; les transitions en sont les arétes étiquetées.
Les états initiaux sont ceux avec des arétes entrantes
«vides » (ici, les états 0 et 3); les états finaux sont ceux
avec des arétes sortantes vides (ici, les états 4 et 5).

Il existe différentes conventions pour dessiner des au-
tomates. D’abord, il est usuel domettre le nom des
états dans la représentation graphaire d’un automate.
Les états finaux peuvent aussi étre désignés par un
double cerclage. Enfin, une transition (p,a,q) est

. ’ a
aussi notée p — q.

Définition 21 : acceptation par un automate fini

Soit A un alphabetet A = (A, Q, I, F,T) un automate fini. Soit m € A*. Une marche sur  étiquetée par m

m
est un tuple (i )o<k<iml € Q™! tel que pour tout k € [0, |m| — 1], g —> gr+1 € T. On note cette marche
p 0<k<|m| que p ) +

mo mi m2 Mym|—1 My <5 h . , . d .
Qo — (q1 —> (@ —> ... ——> q‘m‘ sp— g eSIgne une marche ethuetee par missue de p €t terminant en

q.
Siilexiste i € [ et f € F tels qu’il existe une marche ¢ % f, on dit que m est accepté par 2, et une marche

m 7
u) —"* q est appelée un calcul acceptant m.

| D’apres cette définition, le mot vide est accepté ssi il existe un état 4 la fois final et initial.

Définition 22 : langage d’un automate fini et langage reconnaissable

Soit A un alphabet, et 2 un automate fini. Le langage de A est L(A) = {m € A* | mestaccepté par 2}.
On dit que L(2A) est reconnu par 2, et que L(2A) est reconnaissable. On note Rec(A*) I'ensemble des langages
Kreconnaissables sur A.

1 L(Ao) = {a®* | ke N); . N\
2. L(24) = {m € {a,b}* | mnapas deux a daffilée}. a
b a b
| OnaL(Ag) = L((aa)*) et L(Ay) = L((b+ab)*(a+¢)). A = \ /
b




3.2 Théoreme de Kleene

On a montré précédemment que les langages rationnels et réguliers ne faisaient qu’un. Cette preuve était plutdt rapide
et naturelle : il se trouve que c’est aussi le cas des langages reconnaissables.

Théoréme 23 : théoréme de Kleene

Soit A un alphabet, alors Rat(A*) = Rec(A*).

3.2.1 Automates finis avec c-transitions

Pour prouver ce résultat, nous allons explorer des constructions classiques sur les automates, et en particulier une
extension classique du modele des automates finis : celui des automates finis avec e-transitions.

Définition 24 : automate fini avec e-transitions

Soit A un alphabet. Un automate fini 2 avec e-transitions est un quintuplet (A, @, I, F,T') our:
(Q est 'ensemble des états;
I < Q et F < @ sont respectivement I'ensemble des états initiaux et des états finaux;
T <@ x (A xe) x @ estl'ensemble des transitions.
On dit que m est accepté par A s'il existe (qx)o<k<m € QM tel que :
qo € Letqy € Fs
il existe une fonction strictement croissante ¢ : [0, |m| — 1] < [0, M — 1] telle que:
pour tout k € [0, [m| — 1], gsx) —> qo)+1 € T3
pour tout j & [0, M — ING([0, [m] — 1], ¢; > g1 € T-

kLe langage d’un automate fini avec e-transitions est l'ensemble des mots acceptés.

En pratique, le modele des automates finis avec e-transitions est moins compliqué qu’il n’y parait.

Dans l'automate ci-contre, la transition au milieu
est une e-transition. Cela signifie que lors d’un cal-
cul, on peut passer de I’état 2 a Iétat 1 sans lire de
lettre : par conséquent, b € L(2A).

Propriété 25 : les e-transitions n’apportent rien de plus au modele

Soit 2 un automate fini avec e-transitions; alors il existe un automate B, sans e-transitions, tel que £(2A) = L£(‘B).

Démonstration.

SoitA = (A, Q, I, F,T).Onpartitionne T’ en T' = T" U T, tel T, contient exactement les e-transitions de 2.
Onposealors B = (A, Q, [, F U F',T" OT")avec T" = {(p,a,q)|3t € Q, il existep >* tett - qge T}
et ' ={qe Q| 3f € F, il existe ¢ >* f}. Montrons que L(2) = L(B).

C:soitm € L(A). Soit (qx)o<k<rr € QM correspondant 3 un calcul acceptant m dans 2, et soit ¢ :
[0, |m| — 1] < [0, M — 1] la fonction comme dans la définition.

Remarquons alors que gg(jm|-1)+1 € F' U F" : si ce nest pas dans I, alors les transitions suivantes seront
nécessairement des e-transitions, et donc cet état appartient 3 F”.

Puis découpons le calcul dans A en gy(i—1)11 —* go(i) RS o(i)+1 pour i € [0, |m| — 1], avec la convention
¢(—1) = —1.1l sagit bien d’un découpage du calcul de go & ¢g(jm|—1)+1- I y a alors deux possibilités :




¢(i — 1) + 1 = ¢(i) (ie on ne passe pas par des e-transitions), et alors gy(i—1)11 —> ¢o(i)+1 € 173

#(i — 1) + 1 < ¢(4) (ie on passe par des e-transitions), et alors gg(;—1)41 RN do(iy+1 € T".

M|m|—1

Donc go = o(—1)+1 — 4s(0)4+1 —> Go(2)+1 —> - -« ——— Qo(m|-1)+1 € F U F' : doncm € L(B).
mi Mm|—1

. N my
2:soitm € L(B),etsoitqy —> ¢ —> ... ——> qjm| un calcul acceptant m dans B. Alors :
qo € 15
. . . &€ .
si qm| € F', alors il existe f € F tel que g,,) —* f, etsinon g, € F;
.« . m; ’ 7 . € % my .
une transition ¢; —> ¢; 41 dans B peut se réécrire ¢; —* t; —> ¢;11 pour un certain t; € Q).

*

. . € m € m 5 Mim|-1 €
En conclusion, on obtient un calcul gy — *ty —> ¢1 —>*t; — ¢ — S Q) —F fdem

acceptant dans 2 : doncm € L(A).

La construction donnée est appelée fermeture arriére des e-transitions; il existe une version symétrique appelée
fermeture avant.

3.2.2 Inclusion directe

Avec lanotion d’automate fini avec e-transitions, il devient « simple » de montrer que les langages reconnaissables sont
stables par les opérations rationnelles :

Propriété 26 : stabilité par addition

Soit L, L' € Rec(A*). Alors L + L' € Rec(A*).

Démonstration.

Soit Ay = (A, Qo, Lo, Fo, To) et Ay = (A, @1, I1, F1, T1) deux automates finis. Quitte 2 renommer les états
et les transitions, on suppose que Qo N Q1 = JetTy N T = .
Posons alors Ay = (A, Qo U Q1, Lo U 1, Fy U Fy, Ty u T1), et montrons que £(2Ag) + L(A1) = L(As).

< :soitm € L(2p). Alors il existe q(()o) o, q§0) RN qél) M, D q|(7?2| un calcul acceptant m dans 2.

Alors par définition de Ry, les états de ce calcul sont des états de 2y, les transitions de ce calcul sont des tran-
.. 0 . 0 . o
sitions de 2y, q(() ) est un état initial de 2, et q|(m)| est un état final de 5. Donc m € L£(2(y). Symétriquement,

pour toutm € L£(2;), onam € L(2y) : finalement, on a bien montré que L(™Ag) + L(2A1) = L(As).

mao Mm|-1

D:soitm € L(Ay) : alors il existe gy —> q1 —> g —> ... — qjm| un calcul acceptant m dans 2As.
Supposons que ¢y € o. Montrons alors par récurrence que pour tout k € [0, |m|], gx € Q.

Initialisation : k£ = 0 : notre hypothese initiale nous donne gy € Q.

Hérédité : supposons que g € Qo, et que k < |m|. Considérons alors la transition g, 25 g1 € Tp U Th.
Si on avait g —%> Gr+1 € T, on aurait g, € Q1 : absurde! Donc gy, RULN qrr1 € Ty < Qg x A x Qy. Donc
Qrt1 € Qo.

Donc finalement, gy —> ¢ —> . ... M1, qjm| est aussi un calcul acceptant dans 2l : doncm € L(2Ap).

Symétriquement, si gy € 1, onam € L(2;). En conclusion, L(s) = L(Ap) + L(24).

Propriété 27 : stabilité par concaténation

Soit L, L' € Rec(A*). Alors L - L' € Rec(A*).

Démonstration.

SoitAy = (A, Qo, Lo, Fo, Tp) ety = (A, Q1, I1, F1,T1) deux automates finis. De nouveau, on suppose que
les états et les transitions des deux automates sont distincts. Posons alors 2y = (A, Qo U Q1, Lo, F1, To v Ti U
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T.)avec T. = {fo S | fo € Fyetiy € I} (donc Qs est un automate fini avec e-transitions). Montrons :

L(Ao) - L(A1) = L(Ao)

M|m|—1
=:Soitm € L(Ag) et € L(Ay);onadonc gy =% ¢ T gy 2 . qjm| un calcul dans
m\'m\ 1 - . .
20y acceptant m, et Gy —> G T, o LR SR qjm| un calcul dans 2; acceptant 7. En particulier,
~ m1 Mm|—1 £ mo mi m\m\ 1
Qjm| € Fo et qo € I;. Donc g RN ML i Qm| = Go —> q1 —> ... —— (| est un calcul

acceptant m - 1 dans As.

2:Soitm € L(s), alors il existe o 0 g I g 2 L Pmi, qjm| un calcul acceptant m dans L£(As).

On sait que gy € Iy. Supposons qu'on ne passe par aucune transition de 77 : alors, par récurrence, on montre
que tout état du calcul appartient 4 Q.

Initialisation : ¢y € Iy < Q.

Hérédité : si g, € (o, alors la transition suivante est ¢ LN Qk+1 : comme g € (o, la transition ne peut
appartenir 2 77 ; par hypothese, on a aussi supposé que la transition n’appartenait pas a 7;.. Donc la transition
appartient a Tj : donc g1 € Q.

Donc on aurait qj,,—1 € (o, pourtant, le calcul étant acceptant, gj,,—1 € F1 : absurde! Donc I'une des

.« . . \ m € . m « . .
transitions appartient a 7¢. Le calcul a alors la forme g9 —* fo — i1 — ™ gjp|—1. Par minimalité, on peut

supposer que notre fameuse e-transition est la premiere, et donc que toutes les transitions du calcul g —* fo
utilisent des transitions de 7 : comme qg € Iy et f € Fp, on en déduit que i € L(y).

Par ailleurs, par une autre récurrence immédiate, on peut montrer qu’aucune transition de i; —* gj;;,|—1 ne
peut appartenir a 7y ou a I : ce sont toutes des transitions de 77. Donc comme 41 € I} et gj,|—1 € F1, onen

déduit quem € L(21). Doncm = m - M avecm € L(™Ag) et € L(A1) : doncm € L(Ag) - L(2Ay).

Propriété 28 : stabilité par étoile

Soit L € Rec(A*). Alors L* € Rec(.A*).

Démonstration.

Soit2 = (A, Q, I, F, T) un automate fini. Alors on pose B = (A, Q, [, F,T uT.)ouT. = {f > i| f e
Feti € I'}. Montrons alors que L(2))" = L(B).

G ,
C:soitne N*etm®, ..., m™ e £(A). Pour chacun de ces mots, on a un calcul 19 e fU) acceptant
mU) dans 2. Remarquons alors que pour tout j € [1,n — 1], f) 5 0+ e T,

m® . m(n)
Donci) Z5x (1) 5, Lo f@ 5 5 sk £ estun calcul acceptantn = m(-. L om(™)

dans *B. Donc (,C(Ql))+ c E(%).
2:soitm € L(B),onadonci —>* f un calcul acceptant m dans B. Découpons ce calcul selon les transitions

m<1> € m® € % % m(") €
de T, : on obtient i = ¢y —* p; ——* q1 Sy Lt gy SF L SEp, Tt g, S Dni1 = [, avec

hypothese que pour touti € [0, n], ¢; 5% p,41 est constitué exclusivement de transitions de 7. On obtient
. ; (5)
donc que pour tout j € [0,n],¢; € Fetp;1 € I;donc pour toutj e [1,n],p; =—* ¢; commence dans I,

termine dans F' et n’est constitué que de transitions de 7" : donc m¥) € L(A). Comme m = m®) - . ... m™,
onadoncm € (L(A))".

Donc si un langage L est reconnaissable, L* est aussi reconnaissable. Pour conclure, on remarque que pour
tout langage L, L* = L™ + {e}; par stabilité par addition, et comme {£} est reconnaissable, on en déduit que
si L est reconnaissable, alors L* est aussi reconnaissable.

Corollaire 29

Rat(A*) < Rec(A*).
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Démonstration.

Comme J € Rec(A*), {a} € Rec(A*) et Rec(.A*) est stable par addition, concaténation et étoile, Rat(A*)
étant le plus petit ensemble vérifiant ces propriétés, Rat(A*) < Rec(A*).

3.2.3 Inclusion indirecte

Pour I'inclusion indirecte, nous allons explorer, de nouveau, une construction légérement augmentée des automates
finis : ceux dont les étiquettes sont des langages réguliers.

Définition 30 : automates finis généralisés

Soit A un alphabet. Un automate fini généralisé 2 est un quintuplet (A, @, I, F, T) ou:
() est un ensemble fini d*états;
I € Qet F' < (@ sont les états initiaux et finaux;

T < @ x Reg(A*) x @ estlensemble des transitions.

Un mot est accepté par un automate fini généralisé s’il est possible de le découper en

facteurs de sorte a ce qu'en lisant chaque facteur 'un apres l'autre, on puisse partir

d’un état initial et arriver 2 un état final. a* O\a + 0
Par exemple, ici, prenons m = aaaababaaa, alors on peut Iécrire comme m = —

aaaa - b- ¢ - ab-aa - a:avec ce découpage, on remarque que le mot est accepté par (a+ )b b+ e

Iautomate ci-contre.
En revanche, le mot m' = bb, lui, n’est pas accepté.

Propriété 31 : I'extension n’apporte rien de plus au modele

Démonstration.

SoitA = (A, Q, I, F,T) : considérons une transition ¢ ER r, ot1 I/ est une expression réguliere.

On a prouvé précédemment que Reg(A*) = Rat(A*) < Rec(.A*) : on dispose donc d’un automate fini A
reconnaissant le langage de F. On va modifier légerement Az pour en faire un automate a e-transitions, de
sorte 4 construire un automate A, reconnaissant le méme langage, mais n’admettant qu’un seul état initial et
un seul état final. Cela se fait en ajoutant 4 25 un état 7 et un état f et en ajoutant pour tout état initial g; de
2 une e-transition i — ¢;, de méme en ajoutant g; — f pour tout état final ¢; de Ap; i et f sont alors les
nouveaux état inial et final de (.

L’idée est alors de remplacer la transition ¢ L, dans A par 'automate (', ot ¢ prend la place de g et f de 7.
En procédant a cette substitution, on a remplacé une transition étiquetée par un langage régulier par tout un
automate fini avec e-transitions, et le langage de 'automate global n’a pas changé; on procede ainsi pour toutes
les transitions de 2. On a alors construit 2’ un automate 2 e-transitions tel que £(2A) = L(A'); comme on
a déja montré que les e-transitions n’apportaient rien au modele des automates finis, il existe un automate fini

B tel que L(A) = L(*B).

Propriété 32

Soit L € Rec(2(*). Alors il existe une expression réguli¢re E telle que L(E) = L.

Démonstration.

SoitA = (A, Q, I, F, T) unautomate fini. Montrons qu’il existe une expression réguli¢re £ telle que L(E) =
L(2A). On va pour cela procéder algorithmiquement : cette technique sappelle méthode de Brzozowski ou
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algorithme d’élimination des états.

On commence déja par rajouter deux états, le premier nommé «, 'autre w, et des e-transitions reliant v 4 tous
les états initiaux de 2L, et tous les états finaux de A 4 w.

On fait en sorte que toutes les boucles soient sous forme d’un seul langage régulier : il suffit de faire un plus.
On pourra alors parler du langage régulier d’une boucle.

Puis, considérons un état différent de «v et w, noté q.

. . E /7 . 7 -\ E
§’il n’existe pas de boucle ¢ — ¢, pour tous états p et 7 et expressions régulieres E et ' tels que p — g et
' . . .. E-E
q — 1, on ajoute a U la transition p —— 7.

I G , . e , E E'
S’il existe une boucle ¢ — ¢. pour tous états p et " et expressions régulicres F et £’ tels quep — qetq — 1,

. \ . E-G*.E'
on ajoute a 2 la transition p ——— 7.

Si, désormais, un état possede plusieurs boucles, on les unifie en un seul langage régulier a 'aide d’un plus.
Enfin, on retire 2 2 Iétat ¢, ainsi que toutes les transitions qui en partent et y arrivent.
Notons 2’ le nouvel automate obtenu. On affirme alors que L(2() = L().

. 7 <1z wo w1 Wi . e
Si un mot m est accepté par 2, considérons un calcul acceptant o« — q; — ... — w (ici, les w; sont des
mots, et non plus les lettres, car on manipule un automate fini généralisé) (on a doncm = wy - ... wy). S’il

y a une transition de la forme p Y g 2 r(pyr # q), alors par définition de ', il y aura dans 2’ une

.. E N . .. w; Wi41
transition de la forme p — 7 ot w; - w; 11 € L(E). S'il y a une transition de la forme p — ¢ —— ¢, alors on

, .. . N . w; Wi+1 Wi+2 wj Wj+1 e o)
peut concaténer ces transitions jusqui avoirp —» ¢ —— ¢ —— ... — q¢ —> 1, avec p et r différents de
q (C’est toujours possible car ¢ # « et # w); alors w; 1 - Wit2 - ... - w; € E* ou F estle langage de la boucle
P
autour de ¢. Donc, dans ', on a une transition p rouW; - Wiyy « ... wj-wjp1 € L(F - E*-F').

Donc on peut transformer tout calcul acceptant dans 2 en un calcul acceptant dans A’ : L(A) < L(2').
Réciproquement, si un mot est accepté par 2, en considérant un calcul acceptant, il suffira de considérer les
transitions qui ont été ajoutées au passage de 2 3 2’; ces transitions peuvent étre redécoupées en transitions de
2(, donc L(A") < L(A).

On vient de prouver que notre algorithme disposait d’un invariant de boucle (le langage de 'automate); on
remarque alors qu’il dispose aussi d’un variant de boucles (le nombre d*états différents de v et w).

Une remarque importante est que, dans notre algorithme, on ne créera pas de transition pointant vers o, ni de
transition partant de w; en effet, tout état dont part une nouvelle transition était un état dont partait déja une
transition. Autrement écrit, un passage de boucle ne transforme pas d’état de « état sans départ » i « état avec
départ ».

En conclusion, 4 la fin de notre algorithme, l'au-
tomate obtenu a une forme trés simple : notre in-
variant de boucle nous permet de conclure que

L(E) = L().

Corollaire 33

Rec(A*) < Reg(A*).
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4 Acceptation d’un mot par un automate fini

4.1 Probleme de I'acceptation d’un mot par un automate fini

Définition 34 : probleme de I'acceptation

Le probléme de I'acceptation est le probléeme informatique suivant:

Donnée : un automate fini 2, un mot m

Question: m e L(2A)?

Algorithme 35 : acceptation par parcours en profondeur

Données : un automate fini A = (A, Q, I, F, T) et un mot m
F « lafile des couples (i, m) pouri € [
tant que P n est pas vide, ou qu’il n’y a pas eu d’interruption précédente :
défiler (g, w) le premier élément de F
siw=cerqe F:
L retourner vrai

siw # €:
soit w = ax
enfiler 3 F les couples (r, ) tels que g > r € T

retourner faux

Lol

Damstepirecas; teraigoritmme TSt O T

| En général, on note || = max(|Q/, |T]).

Démonstration.

Dans le pire cas, pour chaque couple (¢, w), on rajoute tous les couples (r, ) avec 7 € (), ce qui donne bien

O(|Q[I™!) étapes.

| Il existe un autre algorithme par parcours en largeur du méme accabit.

4.2 Automate fini déterministe

Définition 36 : automate fini déterministe

Un automate fini A = (A, Q, I, F,T) est dit déterministe si Card(/) = 1 et si pour tout état ¢ € (), pour
toute lettre a € A, il existe au plus un étatr € Q telque ¢ > r € T'.

On peut aussi définir un automate fini déterministe comme un uplet A = (A, Q, i, F,J) ot A, @, et F sont
définis comme d’habitude, 7 € () est étatinitial, et 6 : ) x A — (@ est une fonction partielle, qui, étant donné
kun état g et une lettre a, renvoie, s’il existe, le seul état atteint en partant de ¢ en lisant a.

Ci-contre, l'automate de gauche n’est b
pas déterministe : Iétat le plus a gauche
a deux arétes sortantes étiquetées par a. b b

) . N . —
Lautomate de droite, quant a lui, est a
déterministe. Remarquons que les deux —(——(O)—
automates ont le méme langage. a
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Algorithme 37 :acceptation pour un automate déterministe

Données : un aut. fini déterministe A = (A, @, 7, F, ) et un motm
S <1
pour toute lettre a de m :

sid(s,a) n'est pas défini :

L retourner faux

s <— d(s,a)
sise F':
| retourner vra:
sinon
L retourner faux

\Dans le pire cas, cet algorithme nécessite O(|m|) appels 2 la fonction 6.

Selon P'implémentation de 'automate, la complexité change. Une idée peut étre d’implémenter d comme un tableau
de tableaux : appeler une valeur de § est alors un O(1).

Une notation usuelle importante est la généralisation de la fonction ¢ (définie sur ¢ x A) aux mots :

Définition 38 : fonction de transition généralisée

Soit A = (A, Q,4, F,0) un automate fini déterministe. On appelle fonction de transition généralisée, notée
usuellement 0%, la fonction partielle 6* : ) x A* définie récursivement par :
* — -
5 <Q7 6) - q:

0*(q, ma) = 0(6*(q, m), a).
kDe maniére équivalente, on a aussi 6* (g, am) = 0*(d(q, a), m).

‘algorithme d’acceptation pour un automate déterministe revient a calculer 6* (2, m) ; de maniére générale, pour tout
état ¢ et mot m, le calcul de 6* (g, m) est généralement considéré comme linéaire en |m)|.

Les automates finis déterministes sont donc utiles d’un point de vue pratique, car ils permettent d’eflicacement pouvoir

résoudre le probleme de I'acceptation. Ce serait formidable si tous les automates finis pouvaient étre rendus déterministes !

4.3 Déterminisation des automates

Propriété 39 : tout automate fini a un équivalent déterministe

Soit 2 un automate fini. Alors il existe un automate fini déterministe B tel que £(2A)

Démonstration.

Soit A = (A, Q, I, F,T) un automate fini. Quitte a le compléter, on peut supposer 2 complet.

On définitalors Ap = (A, P(Q), {I}, Fp, §) 'automate fini déterministe défini par :
Fp={Ee€PQ)|EnF +J};
d(FE,a) = LeJE{QEQ le 5 qeT).

Cet automate est zppelé automate des parties de 2(. Par définition, %Ap est un automate fini déterministe.

Reste a montrer que L(A) = L(Ap).
: M| -1 .
C:Soitm € L(A), et gy —> g1 —> ... ———> g} un calcul acceptant m. Montrons par récurrence que
mi_1

pour tout i € [0, [m|], il existe un état E; de 2p tel que ¢; € Ej et By —> By > ... —— E;.
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Initialisation : on pose £y = I. Comme le calcul dans %A est acceptant, cela signifie que gy € / : doncon a

bien qo € EO.
Hérédité : on suppose que pour i € [0, |m| — 1], il existe E; € P(Q) tel que ¢; € E; et By —> F; —5

mi—1 o . .

. —— E;. Pour continuer le calcul dans 2p, on n’a pas vraiment le choix : posons E; 1 = 0(E;, m;).
m; , .« .
Alors, comme g; € E; et q; —> ¢;41 € T, par définition de 0, g;11 € Ej;.
. . m m Mim|—1 ’

Donc on a bien un chemin By —> E; — ... ——— Ej,;;y dans Ap. Ona Ey = {I}; notre récurrence
nous montre que Gjm,| € Ejy,). Or, comme le premier calcul était acceptant dans 24, alors g, € F': donc By,

. , m m Mym|—1 .
contient un état final, et donc E},,,| € Fp. Donc le calcul Ey —> Ey —> ... —mi= Ej,| est bien acceptant
dans Ap : doncm € L(Ap).

Mim|—1

. . m m
2:soitm € L(2Up), etsoit By —> F; —> ...
On va construire un calcul dans 2 A reculons : montrons que pour tout i € [0, |m|], il existe ¢; € E; tel que

Ej) le calcul acceptant associé (on a donc Ey = T1).

m; M1 Mim|—1 . . ,
G 5 Giyq — i {|m| est un chemin terminant par un état final dans 2.
Initialisation : On sait que £, € F’p; doncil existe f € F'tel que f € E),,. On pose alors g, = f.

1.7 1% 2 . . . m; mMi41 Mim|—1
Hérédité : supposons que pour i € [1, |m|], on a construit un chemin ¢; — ¢;41 . jm|
dans 2 terminant par un état final avec ¢; € E;. Donc ¢; € E; = §(E;_1,m;_1). Alorsil existe e € E;_; tel

mi—1 mi—1 m; Mi41 Mm|—1
quee —— ¢; € T': posons donc ¢;_1 = e. Alors ¢i_1 —— ¢ —> ¢in1 . Q|| €St Un
chemin dans 2l terminant par un état final avec ¢, € F;_.
. . Mm|-1 . ,
On dispose donc dans 2 d’un chemin de la forme g 20 g B S, q|m| terminant par un état final
avec qp € Ejy; mais £y = I, donc ¢ € I. Finalement, notre chemin est bien un calcul acceptant m dans 2 :

me L(A).

4.4 Automate fini complet

Définition 40 : automate fini complet

Un automate fini A = (A, Q, F, I, T) est complet si pour tout état ¢ € () et toute lettre a € A, il existe un état
a
reelqueq —reT.

Propriété 41 : Complétion des automates

Soit 2 un automate fini. Alors il existe B un automate fini complet tel que L(A) = L(*B).

Démonstration.

Soit A = (A, Q,I,F,T),etsoitp ¢ Q.Onpose B = (A,Qu {p},[,FTUT.uT,)ouT, = {qg>
p | il nexiste pas dautre étatr € Qtelqueq — r € T}etT, = {p = p | a € A}. Montrons que
L(A) = L(B).

< : Tout calcul acceptant dans 2 est aussi un calcul acceptant dans 5.

= : Supposons qu’un calcul acceptant dans B passe par Iétat p. Toute transition sortant de p arrive dans p.
Donc ce calcul acceptant serait ultimement constant en p, et terminerait en I'état p : mais cet état n’est pas final.
Absurde!

Donc tout calcul acceptant dans B ne passe pas par I'état p : c’est donc aussi un calcul acceptant dans 2.
Par ailleurs, il faut justifier la complétude de B : soit ¢ un état de B eta € A.

lercas: g € Q)
Ler sous-cas : il existe un état r € Q tel que ¢ = r € 7.
2nd sous-cas : il nexiste pas détatr € Q telque g > 1 € T Alors par définitionde T, ¢ — p € T...

2nd cas: ¢ = p. Alors pour touta € A, p = p € T),.
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Propriété 42

Soit 2 un automate fini. Alors il existe un automate fini déterministe et complet B tel que £(2)

Démonstration.

Il suffit de relire la preuve de la déterminisation d’un automate fini : 'automate des parties qui y est construit
est déterministe et complet.

4.5 Conséquence théorique

Propriété 43 : stabilité par complémentaire

Soit L € Rec(A*). Alors A*\ L € Rec(.A*).

Démonstration.

Soit 2 un automate fini. Quitte a déterminiser et compléter, on peut supposer que 2l est déterministe et com-
plet:soitA = (A, Q, i, F, ). On pose alors A= (A,Q,i,Q\F,0). Remarquons alors que () est lui-méme
déterministe et complet. Montrons que £(21) = A*\L(2A).

m mMim|—1 , ..
C : Soitm e L(A). Considérons alors son calcul acceptant ¢ 20 2 qjm| : par déterminisme

de 2, ce calcul est unique. Donc dans 24, il existe un seul chemin partant de 7 étiqueté par m, et il sagit aussi

m m M|m|—1 . a0 . .
degy —> q1 —> ... qjm|- Seulement, si le calcul est acceptant dans 2, cela signifie que gpn,,| € Q\F';

donc le calcul en question est rejeté par A. Donc m ¢ L£(2) : autrement écrit, m € A*\L(2A).
2 : Le raisonnement symétrique tient.

Le théoréme de Kleene étend cette stabilité aux langages rationnels.

Propriété 44 : stabilité par intersection

Soit L, L’ € Rec(A*). Alors L n L' € Rec(A*).

Démonstration.

Il suffit de remarquer que L n L' = A*\((A*\L) + (A*\L")).

En fait, il n’y a pas vraiment besoin de déterminisme ou de complétude.

Soit Ay = (A, Qo, Lo, Fo,Tp) et Ay = (A, Q1, I1, F1,T1) deux automates finis. On définit 'automate
produit Ay = (A, Qo x Qq,Io x I, Fy x F1, T avec T" = {(¢@,q1) 5 (r© +W) | ¢ & 70 ¢
TyetqV 5+ e Ty} Montrons que £(2p) N L(2;) = L(Ay).

< :soitm € L(Ag) N L(R). Alors il existe deux calculs, respectivement q(()o) 0, q%o) m, | e ql(g?l
et q[() ) qg ) ma, Dl q|(:r)3|, le premier sur 2y, le second sur 2, acceptant tous les deux m. Alors
(q(() ), qél)) o (qgo), qi )) m, |, Dimie (q‘(g‘, q|%> est un calcul acceptant de 2.

D:soitm € E(ng) Alors son calcul est de la forme (q(()o), q(() )) (qio), q§ )) m, | S (q\(:i)\v ql(s“b)l)
Alors q(() q§ ) m, o Dme q|(7?3| est un calcul acceptant m sur 2, et q[()l) q% ) m, o D

q‘(:;)‘ sur 2. Doncm € L(Ap) N L(2Ay).
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4.6 Un dernier algorithme d’acceptation

Algorithme 45 : acceptation par « déterminisation a la volée »

Données : un automate fini A = (A, Q, [, F, T) et un mot m
S «— I pour toute lettre a de m :
| S < états accessibles depuis les états de S en lisant a
si s contient un état final :
L retourner vrai
sinon
| retourner faux

KDans le pire cas, cet algorithme nécessite O(|m| x |Q]?) (il y a peut-étre mieux?).

Démonstration.
La difficulté consiste en la mise & jour de S. Pour tout état ¢ de S, on accede a ses successeurs de O(1) (en sup-
posant que 'automate soit stocké sous forme d’un dictionnaire, par exemple). On procede a la fusion successive
des listes : en supposant les listes triées, chaque fusion cotite O(|Q)]). Donc la mise 2 jour cotite O(|Q|?).

4.7 Quitte a parler stabilité ...

Définition 46 : morphisme du monoide libre

Soit A un alphabet, une fonction ¢ : A* — A* est un morphisme de monoide si pour tous u, v € A*, p(u-v) =

¢(u) - ¢(v).

Pour définir un morphisme du monoide libre, il suffit alors de définir I'image des lettres de I'alphabet.
Propriété 47 : définir un morphisme du monoide libre

Soit A un alphabet, et ¢ et ¢ deux morphismes de monoide sur A*.
Alors ¢ = 1) ssi pour toute lettre a € A, ¢p(a) = (a).

Démonstration.

Le sens direct est trivial, le sens réciproque est évident (récurrence).

Propriété 48 : stabilité par morphisme

Soit L € Rec(A*) et ¢ : A* — A* un morphisme. Alors ¢(L) € Rec(A*).

Démonstration.

L’idée consiste a découper toute transition p % ¢ en une succession de transitions p H) q en rajoutant des
états intermédiaires.

Formellement, c’est affreux a formaliser.

En particulier, il faut prendre en compte le fait que le morphisme est peut-étre effacant, donc faire attention en
introduisant les états et transitions supplémentaires.

Propriété 49 : stabilité par morphisme inverse

Soit L € Rec(A*) et ¢ : A* — A* un morphisme. Alors $~'(L) = {m € A* | ¢(m) € L} € Rec(A*).
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Démonstration.

Soit 24 = (A,Q,I,F,T) un automate fini. On pose alors B = (A, Q,[,F,U)oulU = {p > q |

il existe p H9) q dans 2(}.

Soitm € ¢ 1(L(A)). Alors il existe w € L(2A) tel que ¢(m) = w; on peut alors considérer le calcul de w
dans 2. Alors on peut découper ce calcul selon les différents mots ¢(m;) pour j € [0, |m| — 1], pour avoir

* |m| : comme c’est un calcul acceptant w dans A,

qo € I et q)y,| € F. Par définition de U, il existe toutes les transitions ¢; —> ¢;41 pour j € [0, |m| — 1]. Donc

mo mi mao Mm|—1
go —> q1 — g2 — ... —— (| est un calcul acceptant m dans °B.
. mMim|—1 o
Soit m € L(B), et un calcul acceptant gy —> q; —> . .. —mL, Qjm| dans B. Alors par défiition de U, on

peut réécrire ce calcul en un calcul dans %A de la forme gq Plmo),« Q1 P v P, Qjm|> avec qo € I

et ¢jm| € F. Donc ¢(my) - ¢(m1) - ... - ¢(Mm|—1) = (M) est accepté par él; doncm € ¢~ (L(2A)).

Les deux résultats tiennent méme si le morphisme est effacant, ie s'il existe a € A, ¢(a) = .
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5 Algorithmique des automates finis

5.1 Emondage des automates

Définition 50 : état accessible, co-accessible

Soit A = (A, Q, I, F,T) un automate fini.
Un état q est accessible s'il existe i € [ et m € A* tel que i —>* ¢ dans 2.
Un état g est co-accessible sil existe f € F et m € A* tel que ¢ —>* f dans 2.

Définition S1 : automate émondé

Soit 2 un automate fini. On dit que A est émond¢ si tous ses états sont accessibles et co-accessibles.

Propriété 52 : Emondage

Soit 2 un automate fini. Alors il existe 2 un automate fini émond¢ tel que £(2A)
La construction de B se faiten O(|T]).

Démonstration.

Soit A = (A, Q,I,F,T);onpose ) = {qg € Q | gn’estpasaccessible ou co-accessible}, on pose alors
B=AQQ, N\Q F\Q ,T\(Q x AxQuQ xAx(Q)): moins formellement, il s’agit de 'automate
2 dont on a retiré les états ()’ et les transitions associées.

Mim|—1

Soitm € L(), alors il existe gy —> q1 —> dots ——— qm| un calcul acceptant m dans 2l. Alors, pour
. ? ? . . : .
tout j € [0,|m|, go —* g; et ¢j = g sont des chemins possibles dans 2 : donc ils sont tous accessibles et

co-accessibles, donc ¢; € Q\Q'. Donc, en particulier, toutes les transitions ¢; LER ¢j+1 sont dans T\ (@’ x
AxQuQ xAx Q) (elles relient deux états accessibles et co-accessibles).

Réciproquement, sim € L(B), comme tous les états et transitions de ‘B sont aussi des états et transitions de
2, le calcul acceptant m dans B accepte aussi m dans 2.

Pour déterminer @', il suffit de faire un parcours en largeur de A a partir des états initiaux pour obtenir les
états accessibles; puis a faire un parcours en largeur « a 'envers » (en renversant les transitions) 4 partir des
états finaux pour obtenir les états co-accessibles. Ces parcours se font en O(|T'|). En stockant ces résultats dans
deux tableaux de booléens, on peut faire l'intersection en O(|Q)|). Une réponse paresseuse pour déterminer les
transitions consiste a ne pas changer les transitions; sinon, comme les états de ()" sont stockés dans un tableau
de booléens, c’est facile 2 établir.

L¢mondation et la complétion sont, généralement, des opérations « opposées » : ajouter un état puits consiste a
créer un état non co-accessibles.
L’intérét de 'émondation est un gain en mémoire; I'intérét de la complétion est plus théorique.

Considérons 'automate fini suivant, et émondons-le.

. . . o b
Lémondation consiste principale- \ /\O

ment a se demander : quels états
sont vraiment utiles ?Un état a partir
duquel on ne peut atteindre un état
final est un état virtuellement mort :
latteindre signifie que lautomate

rejetera systématiquement le mot en O\/ b

cours de lecture. S
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5.2 Des expressions réguliéres vers les automates

Dans cette section, on s’intéresse a partir d’une expression réguliére et a construire un automate équivalent.

Algorithme 53 : algorithme de Thompson

Données : une expression réguliére E
sikl=c¢:

€
L retourner H( >—’< —

si B = a pour une lettrea € A

| retourner HQ—G’Q—’

siF = El + E2 .

calculer un automate pour F; (en rouge)
calculer un automate pour Fs (en bleu)

retourner —( )

siFk=F; FEy:
calculer un automate pour F; (en rouge)
calculer un automate pour Fs (en bleu)

retourner

si B = (Fp)*:
calculer un automate pour F; (en rouge)

retourner —( )

— Tautomate construit contient de nombreuses e-transitions : il faut les retirer 4 la fin si besoin est.

— PLlautomate construit a exactement un état initial et un état final; on ne peut pas retourner a I’état initial;
on ne peut pas partir de état final. On peut alors remarquer que cest le cas a chaque étape, et il est alors
possible de légerement améliorer les trois constructions inductives pour utiliser quelques états en moins.

— Les propriétés précédentes (un seul état initial, un seul final, transitions dans un sens) devraient caractériser
ce qu'on appelle un automate normalisé : mais il faut aussi qu’il n’y ait pas d’e-transitions pour un tel
automate.

— On remarque qu’a chaque étape de construction de I'automate de Thompson, on ajoute deux états; on en
déduit par induction que pour une expression réguliére £, l'automate de Thompson associé posseéde 2 x | E|
états. Par ailleurs, chaque état possede au plus deux arétes sortantes, donc 'automate de Thompson a au plus
4 x |E| transitions.
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Pour I'algorithme suivant, nous devons introduire quelques notions intermédiaires.

Définition 54 : expression réguliere linéaire

On dit qu’une expression régulicre est linéaire si, dans son expression, chaque lettre n’apparait au plus qu’une
seule fois.

“ Pour A = {a,b, c}, a* - (b+ c) est une expression linéaire, tandis que (aa)* ne l'est pas.

Toute expression réguliere n'est pas « linéarisable » en tant que tel. Par exemple, pour A = {a}, il n'existe que 5
expressions linéaires non équivalentes : (J, €, a, a + €, a*.

Définition 55 : langage local

Soit L < A* un langage. On dit que L est un langage local s’il existe P, D < Aet ' < A x Atels que:
tout mot non vide de L commence par une lettre de P;
tout mot non vide de L termine par une lettre de D;

aucun facteur de longueur 2 de tous les mots non vides de L n’est dans F'.

\On dit que F' est 'ensemble des facteurs interdits de L.

| Un langage local est rationnel : on a en effet L\{e} = (PA* n A*D)\A*F A* (on rajoute € selon).

Pour tout langage non vide L, on peut définir P (L) l'ensemble des premiéres lettres de L, D(L) et F'(L) l'ensemble
des mots de deux lettres n’apparaissant pas comme facteurs de motsde L. Alors L\{e} < (PA*n A*D)\A*F A*.
L’inclusion n’est pas toujours réciproque : pour L = {abb,bba}, ona P(L) = D(L) = {a,b} et F(L) =
{aa,ba}; donc bbb € (PA* n A*D)\A*F.A*, mais pourtant bbb ¢ L. Un exemple infini : a*ba*.

Propriété 56 : expression réguliere linéaire et langages locaux

Soit £ une expression réguliere linéaire. Alors L(E) est un langage local.

Démonstration.

On démontre ce résultat par induction sur la forme de I'expression linéaire. On notera L le langage associé a F.
Pour P, D et F trois ensembles convenables, on note Loc(P, D, F') le langage local associé.

Initialisation : si £ = &, P(L) = Jet F(L) = A?; donc Loc(P, D, F) ne contient que des mots de
longueur 1 sans lettre initiale : Loc(P, D, F') = J = L. Le méme raisonnement tient pour £/ = €.

Si E = {a} pour une lettre a € A, alors P(L) = D(L) = {a} et F(L) = A?%; L est bien un langage local.
Induction : supposons que F se décompose en expression régulieres plus petites. Alors ces sous-expressions
sont aussi linéaires; notre hypothese d’induction est donc que ces expressions représentent des langages locaux.
II est aussi important de noter que ces expressions régulieres sécrivent sur des alphabets disjoints. Montrons
alors que leur combinaison donne un langage local.

E = Ey + E5 :notons P;, D; et F; les ensembles correspondant respectivement a I et E, et A; et A; leurs
alphabets. On pose alors P = Py U Py, F'= Dy U Dyet F' = Fy U Fy U (A; x Ay). Soitm € L non vide::
alors sim € L(Ey), m s¥écrit sur Aj; ; donc m ne peut contenir aucun facteur de 5 < A2, ni de facteur de la
forme A; x Ay, doncm € Loc(P, D, F'). Le méme raisonnement symétrique tient pour m € L(E5). Donc
L < Loc(P,D, F).

Soitm € Loc(P, D, F'). Alors si m commence par une lettre de Ay, comme A; x Ay © F, par récurrence
immédiate, m ne contient que des lettres de A;. Donc sa derniére lettre appartient & Dy, et ses facteurs pas
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a Fy;donc m € L(E)). Le méme raisonnement symétrique tient si la premiére lettre est dans Ajs. Donc

Loc(P,D, F) e L.

E = E; - E, :llyatechniquement 4 cas A traiter, selon que € appartienne ounon a L(E7 ) et L(Es). On traite

lecasoue ¢ L(E))ete € L(E,), histoire de montrer les idées générales.

Onpose P =P, D =Dy uDy, F=F uFu (A x A) u (A1 x A)\(D1 x P)). Soitm € L

non vide : alorsm = m® - m® . On sait que mW est non vide : donc la premiere lettre est dans P = P;. Il se

pourrait que m?) soit vide : donc la derniére lettre appartienta Dy U Dy = D. Pour les facteurs, ceux de m®

ne peuvent étre dans £, ni dans [ ou A, x Aj a cause des alphabets; symétriquement pour m?). La liaison

entre les deux est, elle un élément de Dy x P», donc pas interdite. Donc m € Loc(P, D, F).

Soit m € Loc(P, D, F). Alors m commence par une lettre de P;. Parce que Ay x A; S F, m contient
‘abord des lettres de A4, puis des lettres de A5 : notons ce découpage m = m® - m@, ot m® ne peut étre

vide.

Sim® est vide, alors m ne contient que des lettres de Ay, les facteurs ne sont pas dans F} etle mot termine par

une lettre de Dy, doncm € L(E}) € L(E,) - L(Es).

Sim® nlest pas vide, alors parce que (A; x Az)\(D1 x P») < F,latransition entre m® et m@ dans m est

de la forme D; x P,. Donc m™) commence par une lettre de P, termine par une lettre de D1, et ne contient

aucun facteur de F ; de méme pour m®. Doncm e L(E,) - L(Es).

Donc Loc(P, D, F) < L.

E = (Ey)*:Posons P = P, D = Dyet F = F1\(D; x Py).

Soitm € L non vide : alorsm = m®M - ...m™ (pour unn > 1). Alors m commence par une lettre de P,

termine par une lettre de D, et ses facteurs ne sont pas dans F (les transitions internes ne sont pas dans F7, et

les transitions externes sont dans Dy x P).

Soitm € Loc(P, D, F') non vide : alors m commence par une lettre de P; et termine par une lettre de D;.

Considérons successivement les facteurs de longueurs 2 de m : soit ils sont légaux pour F; (c’est-a-dire dans

A2\ F}), soit ils sont dans Dy x Py. On en déduit un découpage de m en m™) - ... - m(™ ot chaque mot

commence par une lettre de P; et termine par une lettre de D;. Faisons ce découpage de sorte a ce quaucune

transition interne n’ait la forme Dy x P;. Alors aucune des transitions internes n'est dans F; : donc chaque

m est dans L(F);). Doncm € L(FE;)*: Loc(P, D, F) < L.

La réciproque est fausse : a™ est un langage local, mais n’admet pas d'expression réguliére linéaire.

Définition 57 : automate déterministe local

SoitA = (A, @, 7, F, §) un automate fini déterministe. On dit que 2 est local si pour tout a € A, il existe un état
¢a € Q tel que pour tout g € ), 0(q, a) = g, (si tant est que §(q, a) soit défini.)

Propriété 58 : langage locaux et automates locaux

Soit L un langage local. Alors il existe un automate déterministe local 2 tel que £(2A) = L.

Démonstration.

Soit P, D et F définissant L (oups, collision de notations). On construit alors 2 de la fagon suivante :
Q={¢|ac A} v {i};
Iétat initial est 7;
F ={qq|de D};
pour (a,b) € A2, 6(qa, b) est défini ssi ab ¢ F, et vaut §(¢q, b) = a.

Il est alors trivial que £(2) = L (récurrence sur 6*).
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Algorithme 59 : algorithme de Berry-Sethi

Données : une expression régulicre

linéariser &/

déterminer P, D et F' définissant le langage local L(E)
construire 'automate local associé

délinéariser 'automate obtenu

\Dans le pire cas, cet algorithme nécessite O(| E|?) opérations élémentaires.

Démonstration.

La linéarisation de £ se fait en O(|E)) : il suffit de parcourir 'arbre inductif de £ en retenant les lettres vues
dans un dictionnaire.

Le calcul de P, D et F se fait de maniére récursive, en suivant les formules données dans la preuve précédente.
On observe que dans le pire des cas, calculer P ou D revient a calculer une union et une intersection (pour
vérifier si € fait partie d’un langage lors de la concaténation) : donc le calcul de P et de D est en O(|E|). En
revanche, le calcul de /' demande plus de travail : il faut en particulier faire des produits cartérsiens. Un autre
argument consiste alors 2 remarquer que dans le pire des cas, /' = A2, ot Ap, est lalphabet de E apres linéa-
risation; que | Ag| < |E|;etdonc |F| = O(|E|?).

Lautomate local associé possede O(|Ag|) donc O(| E|) états, O(| E|?) transitions; le construire demande sim-
plement 2 vérifier I, donc en O(| E|?) opérations élémentaires.

La délinérisation se fait en O(|E|) opérations.

| Lautomate obtenu 2 la fin de I'algorithme de Berry-Sethi est appelé automate de Glushkov de F.

5.3 Déterminisation d’'un automate fini

Passer d’un automate fini non-déterministe 2 un automate équivalent déterministe est une opération algorithmique
vitale en théorie des langages formels. Rappelons-en I'algorithme le plus simple, qui construit 'automate des parties :

Algorithme 60 : construction de 'automate des parties

Données : un automate fini A = (A, Q, [, F,T)
NQ — P(Q)

nt— I

NF—{EcCQ|FnE+g)

NT «— &

pour tout état E € NQ et lettrea € A :

L E'—{qeQ|3peE,p>qeT}

ajouter 3 N7 la transition E N
retourner [automate’B = (A, NQ,ni, NF, NT)

\L’automate déterministe obtenu contient 2/9! états.

L’automate 2l initial n’a pas besoin détre complet ou émondé; I'automate obtenu B est complet (mais pas forcé-
ment émondé).

Propriété 61 : la borne est mauvaise, mais on n’a pas le choix

Pour tout n € N¥, il existe un automate 2(,, non-déterministe & n 4 1 états tel que tout automate déterministe
‘B,, équivalent admet au moins 2" états.
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Démonstration.

Soit n € N*, considérons le langage L,, = (a + b)*a(a + b)"~'. Alors L,, est reconnu par I'automate fini
non-déterministe 2, suivant :

a,b
,8 a o~ @b @b @b~
) U O ----0 U
Cet automate contient 72 + 1 états. Il n’est pas déterministe, car le premier état admet deux arétes étiquetées

par a.

Soit B = (A, Q,1, F,0) un automate déterministe acceptant L,,. Nous allons montrer que B possede au
moins 2" états. On commence par décrire le raisonnement sur un cas simple avant de présenter le « vrai »
raisonnement.

Supposons que d(%, a) = (7, b). Alors on aurait :

§*(i,ba™" ") = 6*(6(i,b),a" )
=6*(6(i,a),a™ ) = 6*(i,a™)

Or, ce dernier mot est accepté; donc B accepterait aussi ba™ 1, ce qui est absurde.

De manitre générale : soient z ety € A", et supposons que 6*(i,x) = 6*(4,y). Soit s le plus long suffixe
communde z etdey (commez # y, s # x):onax = z'sety = y's. Quitte & symétriser, on peut supposer
méme que 7 = 7"as ety = y"bs. On sait que |s| < |x| = n,donc |s| < n — 1. Doncx - a" ¥l e L,
mais - a" 0 ¢ L5 mais si 0% (i, 2) = 6*(4,y), alors 6*(6* (4, x), a1 711) = §*(6* (4, y), a" 17, ce
qui est absurde.

Donc tous les 0*(, z) sont distincts pour tout x € A". Or, | A"| = 2"; donc B posseéde au moins 2" états.

La déterminisation d’un automate n’est pas une opération a faire a la Iégere. Par exemple, si I'objectif est de résoudre
un probleme d’acceptation du mot, déterminiser avant d’utiliser I'algorithme linéaire est généralement plus cotiteux que
la déterminisation a la volée.

5.4 Probleme du non-vide et conséquences

Propriété 62

Le probleme du non-vide est décidable.

Donnée : un automate fini A

Question : est-ce que L(A) # 2

Démonstration.

Il suffit de faire un parcours a partir des états initiaux de 2 : si au moins un des états finaux est accessible, 2
accepte au moins un mot.

Propriété 63 : un arsenal de problémes a résoudre

Tous les problemes suivants sont décidables :
probleme du vide : probleme de Iégalité :
Donnée : un automate fini 2 Donnée : deux automates finis 2 et B
Question : est-ce que L(A) = J? Question : est-ce que L(A) = L(*B)?
probleme de I'inclusion : probleme de 'universalité :
Donnée : deux automates finis 2l et B Donnée : un automate fini 2(
\ Question : est-ce que L(A) < L(B)? Question : est-ce que L(2A) = A*?
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Démonstration.

Le probleme du vide est le contraire du probleme du non-vide, qui est décidable.

I suffit de remarquer que L(2A) < L(B) ssi L(A) N L(B) = J : il est possible, par les constructions
vues précédemment, de construire un automate fini reconnaissant le complémentaire et I'intersection.
On applique ensuite le probleme du vide.

Il suffit de remarquer que £(2A) = L(B) ssi L(A) < L(B) et L(B) < L(A).
Pour le probleme de 'universalité : on peut se ramener au probleme de Iégalité (c’est théoriquement vrai,
en pratique tres peu efficace).
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6 Lemme de I'étoile

Le modele des langages rationnels (ou réguliers ou reconnaissables), a la suite de ce cours, peut paraitre comme un
modele magique : il est stable par toute opération raisonnable, connait de nombreuses extensions (automate fini généra-
lisé, e-transitions, . . . ) : il est pourtant nécessaire de comprendre qu’il sagit d’un modele /zmté. Tout langage n’est pas
forcément rationnel.

Théoréme 64

Rat(A*) # P(A*).

Advientalors la question : comment faire pour distinguer les langages rationnels de ceux qui ne le sont pas ? La réponse
précise est un peu compliquée, mais il existe un critere tout de méme tres utile.

Lemme 65 : lemme de [¥étoile

Soit L < A* un langage. Si L est rationnel, alors il existe une constante N € N* telle que pour tout mot m € L,
il existe un découpage m = xyz vérifiant les conditions suivantes :

Y #E;
lzy| < N;

\ pour tout k € N (y compris 0), zy* 2 € L.

Soit L = L(ab((c+ ab)bb)*a) et jaffirme qu’on pose N = 6. Soit m = abcbba. Alors on remarque qu'en posant
xr=ab,y =cbbetz =a,ona:

— Y FE;

— |zy| < 6;

— pourtout k € N, ab(chb)fa € L.

Démonstration.

Soit L un langage rationnel, alors il existe un automate fini A tel que L(2A) = L,avec A = (A, Q, I, F,T).

Posons alors N = |Q)|.

Soit m € L tel que [m| = N : considérons alors un calcul gy —> ¢; —> g2 —> ... Zmi-, q|m| acceptant

m dans 2. Alors on remarque que dans ce calcul,ilya |m|+1 > |Q|+ 1 états; par principe des tiroirs, il existe

donc un état g apparaissant deux fois dans ce calcul acceptant. Plus encore : en considérant les NV +- 1 premiers

états du calcul, on ale méme raisonnement, donc on peut supposer que cet état apparaissant deux fois apparait

dans les /V + 1 premiers états du calcul.

Découpons le calcul selon Iétat ¢ : on a alors gq g Lr g S qm|- Onaalors que y # ¢, que |xy| < N.

On en déduit enfin que gy =>* ¢ =>* g est un calcul acceptant dans 2, ainsi que, pour tout k > 2, gy —
k

g D

Ce lemme, qui peut sembler accessoire, est le principal outil utilisé pour montrer qu’un langage n’est pas rationnel.
q q gag

Propriété 66

{a"b" | n € N} ¢ Rat({a, b}*).

Démonstration.
Soit L = {a"b" | n € N}; supposons, par I'absurde que L est rationnel. D’apres le lemme de étoile, il existe
N e N* tel que pour tout m € L, on ales bonnes propriétés.
Considérons alors m = a”b". Le lemme de [¢toile nous donne alors un découpage m = wyz avec |zy| < N;
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donc zy =, a (pour des questions de longueur). Donc, comme y est non vide, on a y = a* pour un certain

k > 1. D’apres le lemme de [étoile, on a xy?2 € L; mais pourtant, zy?z = a¥*bN ¢ L. Absurde!

Attention, le lemme de I¢toile est une condition nécessaire, mais pas suffisante : il existe des langages non-rationnels
qui vérifient les conditions du lemme de Iétoile.

Propriété 67 : le lemme de Iétoile n’est pas une condition suffisante

Il existe des langages L < A* tels que L ¢ Rat(.,A*), mais vérifiant les conditions du lemme de Iétoile.

Démonstration.
Contre-exemple récuperé par Valia Mitson.
Soit A = {a, b, ¢}, et considérons les deux langages suivants :
Lo = {a't/cF | i,5,k = Oetsii = 1, alors j = k};
Ly ={abV/dd | j € N};
Ly = L(ab*c*)
Alors on remarque que :
L n’est pas rationnel : en effet, s’il Iétait, alors comme L; = Ly N Lo, intersection de rationnels étant
rationnelle, L; serait rationnel, ce qu’il nest pas (on peut le prouver par lemme de I¥toile). Donc Lg
n’est pas rationnel.
L peut étre pompé : posons N = 2, et soitm € Lo, avec m = a'b? ¥ de longueur suffisante.

k=1 alors xyX 2 = 14K ¢ L,

sit=0etj=0,onposer =¢,y =cetz=c
sii=0etj > 1,onposex = e,y = bet 2 le reste; alors vy z = Y"1 EF e [,

sii = 1,alors j > 1 (sinon le mot n’est pas assez long), on pose + = €, y = a et z le reste du mot.
Alors xy% z = a®b/ 7 € L.

sit = 2,onposex = €,y = aa et z le reste; alors (aa)ijck € Ly.

sit > 3,onposex = €,y = aet z le reste du mot. Alors A" HEY R e L.
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