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Travail

Langages réguliers unaires 02

Cect est une proposition de correction. 1l existe dautres chemins pour arriver an méme résultat.
L'objectif est d*étudier les langages réguliers dans le cas ot | A| = 1, et de montrer plus précisément le résultat suivant :

Théoréme 1

Soit A = {a}. Les langages réguliers sur A sont exactement les langages de la forme
{a" | ne A}

ou A est une union finie de progressions arithmétiques.

Partie 1 : progressions arithmétiques

Une progression arithmétique est un ensemble de la forme p 4 gN, ot p, ¢ > 0 sont des entiers. On notera PA
ensemble des progressions arithmétiques, et U F' P A l'ensemble des unions finies de progressions arithmétiques.

Exercice 1
1. Montrer que & € UFPA.

2. Montrer que {0} et {1} e UFPA.
3. Montrerquesi X,Y e UFPA,alors X UY € UFPA.

Solution.
1. &= iZ,donc & € UFPA.
11539
2. {0} =0+ 0Z, {1} = 1+ 0Z.
3. Soit X etY € UFPA:alors X UY estune union finie d’unions finies de progressions arithmétiques,
donc cest une union finie de progressions arithmétiques. Donc X u'Y € UF PA.

Exercice 2

Pour deux ensembles X, Y < N,onnote X +Y = {z+y | x € X,y € Y} (on feraattention a ne pas confondre
avec I'addition sur les langages réguliers).

1. Soient X = p 4+ gNetY = r + sN deux progressions arithmétiques.

a) Montrerquesig =0, X +Y € PA.
b) Montrer quesiq > 0,ona:

p+gN+r+sN= U ((p+r+is)+qN)

0<i<q

c¢) En déduire que, dans touslescas, X +Y € UFPA.
2. Montrer quesi X,Y € UFPA,alors X +Y € UFPA.




Solution.

a)
b)

c)

OnaX+Y =p+r+sN,donc X +Y e PA.
OnnoteU = |J ((p+r+is)+ ¢N):montronsquep + gN +r + sN = U.

0<i<q

Soitz € p+gN +r + sN. Alorsz = p + r + ¢J + sK pour deux entiers J et K. Procédons
a la division euclidienne de K par g :alors K = Aq + B,avec0 < B < ¢.Doncx =p +r +
qJ +s(Ag+B)=p+r+q(J+sA)+ sB,avec0 < B < q:doncp+gN+r+sNc U.
Puis, pour tout 0 < 7 < g,onap+ 17+ 15+ ¢N < p 4 gN + r 4 sN; donc en prenant 'union
de ces ensembles, U < p 4+ gN + r + sN.

Les deux questions précédentes font la disjonction sur la nullité de ¢ : dans les deux cas, X + Y
est une union finie de progressions arithmétiques.

m—1 n—1m-—1

n—1
2. Soit X = (J(pi + gN) et Y = |J (p) + ¢jN). Alorss X +Y = (J U (pi + &N+ p) + ¢N) :
=0

Jj=0 i=0 j=0

c’est une union finie de sommes de progressions arithmétiques. Par la question précédente, on a donc

X+YeUFPA.

Solution.

Exercice 3

Pour un ensemble X € N, onnote E(X) = {z1 + 22+ ...+ x; | k € N, z; € X pour tout i}.
1. Montrer que pour tout X < N, 0 € E(X).
2. Soit X = p + ¢N une progression arithmétique.

a) Montrer quesip = 0, alors E(X) € PA.
b) Montrer quesip > 0,ona:

E(X)={0}u (] (p+iq+pN)

0<i<p

3. Montrerquepour X, Y € N, E(X vY) = E(X) + E(Y).
4. En déduire quesi X € UFPA, alors E(X) € UFPA.

1. Lecas k = 0 permet de trouver que 0 € E(X).

2.

a)
b)

Sip =0,alors X = ¢N, et E(X) =¢N = X,donc E(X) € PA.
Notons £ = {0} u ] (p + ig + pN). Montrons par double inclusion que £ = E(X).
0<i<p
D’abord, 0 € E(X),etpourtout) < i < p,onabienp+ig+pN < E(X);donc £ < E(X).
k
Puis, soitz € E(X):alorsz = ), p + ¢k pour des coefficients K;.
=1

Sik=0,alorsz =0¢€ E(X).
k k
Sinon, de mani¢re générale, © = kp + ¢ x ) K;. Procédons  la division euclidienne de ) K
i=1 i=1

k
parp:alors >, K; = Ap+ B,avec0 < B < p.Doncz = p+ (k— 1)p+ Apg + Bq =

=1
p+ (k—1+ Aq)p + Bg, ce qui correspond a 'un des ensembles de 'union décrite par £. Donc
re k.

3. Siz € E(X uY),alors en séparant les termes venus de X de ceuxvenusde Y,onaz = >} z;+ >, y;

k=1 j=1

ouz; € Xety;€Y.Donczx e E(X)+ E(Y).



Siz e E(X)+ E(Y), x estlasomme d’un nombre fini d¥éléments de X etde Y, doncx € E(X uY).

4. Soit X e UFPA:onécrit X = | X; ou X; € PA. Alors, on a par récurrence A partir de la question
i=1

précédente que E(X) = Z E(X;). Comme X; € PA, on sait que E£(X;) € UFPA; et l'exercice
k=1

précédent nous permet d’en déduire par récurrence qu'une somme finie de UFPA est une UFPA, donc

E(X) e UFPA.

Partie 2 : retour aux langages réguliers

Exercice 4

Soit () < P(N) une famille de parties de N : on suppose que ) contient &, {0} et {1}, et que () est stable par les

opérateurs U, + et .
Montrer que UFPA < Q.

Solution.

Nous allons d’abord montrer que () contient toutes les progressions arithmétiques.

D’abord, pourtoutp € N*,p=1+1+--- 4 1,donc {p} = {1} + {1} +--- + {1} : Q contient {1} etest
stable par +, donc {p} € Q). Ce résultat tient aussi si p = 0 (puisque {0} € Q).

Ensuite, pour ¢ € N, E({q}) = ¢N: donc, comme () est stable par l'opérateur F, gN € ().

Comme () est stable par somme, pour tous (p, ¢) € N%, p + ¢gN € Q : donc PA € Q.

Puis comme () est stable par union, par récurrence, () est stable par union finie : donc UF PA < Q).

Exercice 5

1. Montrer que la fonction ¢ : A* — N, m — |m/| est un isomorphisme de monoides.

2. En déduire le théoréme 1.

Solution.

1. Pour rappel, on suppose A = {a}. Alors pour tout my, my € (A*)% ona ¢(my - ma) = |my - me| =
|mq| + |ma| = ¢(mq) + ¢(m2). De plus, ¢(¢) = 0; donc ¢ est bien un morphisme de monoide.
Comme A = {a}, on remarque que pour tout k € N, ¢~ ({k}) = {a*}, donc ¢ injectif; et #(a*) = £k,
donc ¢ surjectif.

2. Considérons @ = {¢(L) | L € Rat(A*)} = {{¢(m) | m € L} | L € Rat(A*)}. Alors Q
contient J, {0}, {1} et est stable par les opérateurs U, + et E : en effet, ¢(L - L") = ¢(L) + ¢(L'),
d(L+ L") =¢(L) v (L) et p(L*) = E(P(L)). Donc, d’apres l'exercice 4, UFPA < Q).
Réciproquement, on montre que Q < UFPA : plus précisément, on montre que Rat(A*) <
pW(UFPA) = {¢~'(X) | X € UFPA}. En effet, "' (UF PA) contient &, {a} et est stable
par union, concaténation et ¢toile de Kleene. On applique ensuite ¢ pour obtenir Q € UF P A.

Donc pour tout L € Rat(A*), $(L) € UFPA;etpourtout X € UFPA, ¢~ (X) € Rat(A*) : Clest

le théoréme 1.

Exercice 6

1. Soit L un langage régulier sur un alphabet quelconque. Montrer que |[L| = {n € N | 3m € L,|m| =
n} e UFPA.

2. En déduire que Ly = {a™" | n € N} n’est pas un langage régulier.



Solution.

1. Onpose?) : A — {a}, quienvoie toute lettre de A vers une unique lettre a, et on Iétend sur A* comme
morphisme.

Alors pour tout langage rationnel L € Rat(.A*), |L| = ¢(¢(L)).
Meéthode pas encore vue en cours : 9 est un morphisme, donc /(L) € Rat({a}*), donc |L| € UFPA.

Meéthode a faire pour le moment : on montre par induction sur L que ¢/(L) € Rat({a}*), donc |L]| €
UFPA.

2. Supposons par I'absurde que L soit régulier : alors | L g| serait une union finie de progressions arithmé-
tiques.

On sait que | L | est infini : donc parmi ces progressions arithmétiques, 'une d’entre elles doit étre de la
orme avec . On en déduit alors qu’il existe des couples déléments de arbitrairemen
fa +gN # 0. On en déduit alors qu’il existe d ples d¢l ts de | L | arbit t
grands qui sont éloignés d’exactement ¢. Seulement, {|n4/n| | n € N} n’a pas cette propriété : les

éléments consécutifs de cet ensemble séloignent de plus en plus les uns des autres.

Preuve formelle de ce fait :

(n+1vVn+1—nyn=(n+1)vn—nyn=yn
donc
[(n+1)\/n+1j—[n\/ﬁj>(n+1)\/n+1—1—n\/ﬁ>\/ﬁ—lm—i—oo

Donc | Lg| ne contient pas de progression arithmétique infinie. Absurde!

Donc L n’est pas régulier.
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