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02
Ceci est une proposition de correction. Il existe d’autres chemins pour arriver au même résultat.
L’objectif est d’étudier les langages réguliers dans le cas où |A| = 1, et de montrer plus précisément le résultat suivant :

Théorème 1

SoitA = tau. Les langages réguliers surA sont exactement les langages de la forme

tan | n P Au

oùA est une union finie de progressions arithmétiques.

Partie 1 : progressions arithmétiques

Une progression arithmétique est un ensemble de la forme p + qN, où p, q ě 0 sont des entiers. On notera PA
l’ensemble des progressions arithmétiques, et UFPA l’ensemble des unions finies de progressions arithmétiques.

Exercice 1

1. Montrer que H P UFPA.
2. Montrer que t0u et t1u P UFPA.
3. Montrer que siX,Y P UFPA, alorsX Y Y P UFPA.

Solution.
1. H =

Ť

iPH

iZ, donc H P UFPA.

2. t0u = 0 + 0Z, t1u = 1 + 0Z.
3. SoitX et Y P UFPA : alorsX Y Y est une union finie d’unions finies de progressions arithmétiques,

donc c’est une union finie de progressions arithmétiques. DoncX Y Y P UFPA.

Exercice 2

Pour deux ensemblesX,Y Ď N, on noteX+Y = tx+y | x P X, y P Y u (on fera attention à ne pas confondre
avec l’addition sur les langages réguliers).

1. SoientX = p+ qN et Y = r + sN deux progressions arithmétiques.
a) Montrer que si q = 0,X + Y P PA.
b) Montrer que si q ą 0, on a :

p+ qN+ r + sN =
ď

0ďiăq

((p+ r + is) + qN)

c) En déduire que, dans tous les cas,X + Y P UFPA.
2. Montrer que siX,Y P UFPA, alorsX + Y P UFPA.
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Solution.
1. a) On aX + Y = p+ r + sN, doncX + Y P PA.

b) On note U =
Ť

0ďiăq

((p+ r + is) + qN) : montrons que p+ qN+ r + sN = U .

Soit x P p + qN + r + sN. Alors x = p + r + qJ + sK pour deux entiers J etK . Procédons
à la division euclidienne deK par q : alorsK = Aq + B, avec 0 ď B ă q. Donc x = p + r +
qJ + s(Aq +B) = p+ r + q(J + sA) + sB, avec 0 ď B ă q : donc p+ qN+ r + sN Ď U .
Puis, pour tout 0 ď i ă q, on a p+ r + is+ qN Ď p+ qN+ r + sN ; donc en prenant l’union
de ces ensembles, U Ď p+ qN+ r + sN.

c) Les deux questions précédentes font la disjonction sur la nullité de q : dans les deux cas,X + Y
est une union finie de progressions arithmétiques.

2. SoitX =
n´1
Ť

i=0

(pi + qiN) et Y =
m´1
Ť

j=0

(p1
j + q1

jN). AlorsX + Y =
n´1
Ť

i=0

m´1
Ť

j=0

(pi + qiN + p1
j + q1

jN) :

c’est une union finie de sommes de progressions arithmétiques. Par la question précédente, on a donc
X + Y P UFPA.

Exercice 3

Pour un ensembleX Ď N, on noteE(X) = tx1 + x2 + . . .+ xk | k P N, xi P X pour tout iu.
1. Montrer que pour toutX Ď N, 0 P E(X).
2. SoitX = p+ qN une progression arithmétique.

a) Montrer que si p = 0, alorsE(X) P PA.
b) Montrer que si p ą 0, on a :

E(X) = t0u Y
ď

0ďiăp

(p+ iq + pN)

3. Montrer que pourX,Y Ď N,E(X Y Y ) = E(X) + E(Y ).
4. En déduire que siX P UFPA, alorsE(X) P UFPA.

Solution.
1. Le cas k = 0 permet de trouver que 0 P E(X).
2. a) Si p = 0, alorsX = qN, etE(X) = qN = X , doncE(X) P PA.

b) NotonsE = t0u Y
Ť

0ďiăp

(p+ iq + pN). Montrons par double inclusion queE = E(X).

D’abord, 0 P E(X), et pour tout 0 ď i ă p, on a bien p+ iq+ pN Ď E(X) ; doncE Ď E(X).

Puis, soit x P E(X) : alors x =
k

ř

i=1

p+ qKi pour des coefficientsKi.

Si k = 0, alors x = 0 P E(X).

Sinon, de manière générale, x = kp + q ˆ
k

ř

i=1

Ki. Procédons à la division euclidienne de
k

ř

i=1

Ki

par p : alors
k

ř

i=1

Ki = Ap + B, avec 0 ď B ă p. Donc x = p + (k ´ 1)p + Apq + Bq =

p+ (k ´ 1 +Aq)p+Bq, ce qui correspond à l’un des ensembles de l’union décrite parE. Donc
x P E.

3. Si x P E(XYY ), alors en séparant les termes venus deX de ceux venus de Y , on a x =
n
ř

k=1

xi+
m
ř

j=1

yj

où xi P X et yj P Y . Donc x P E(X) + E(Y ).
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Si x P E(X)+E(Y ), x est la somme d’un nombre fini d’éléments deX et de Y , donc x P E(XYY ).

4. SoitX P UFPA : on écritX =
n
Ť

i=1

Xi oùXi P PA. Alors, on a par récurrence à partir de la question

précédente que E(X) =
n

ÿ

k=1

E(Xi). Comme Xi P PA, on sait que E(Xi) P UFPA ; et l’exercice

précédent nous permet d’en déduire par récurrence qu’une somme finie de UFPA est une UFPA, donc
E(X) P UFPA.

Partie 2 : retour aux langages réguliers

Exercice 4

SoitQ Ď P(N) une famille de parties deN : on suppose queQ contient H, t0u et t1u, et queQ est stable par les
opérateurs Y,+ etE.
Montrer que UFPA Ď Q.

Solution.
Nous allons d’abord montrer queQ contient toutes les progressions arithmétiques.
D’abord, pour tout p P N˚, p = 1 + 1 + ¨ ¨ ¨ + 1, donc tpu = t1u + t1u + ¨ ¨ ¨ + t1u :Q contient t1u et est
stable par+, donc tpu P Q. Ce résultat tient aussi si p = 0 (puisque t0u P Q).
Ensuite, pour q P N,E(tqu) = qN : donc, commeQ est stable par l’opérateurE, qN P Q.
CommeQ est stable par somme, pour tous (p, q) P N2, p+ qN P Q : donc PA Ď Q.
Puis commeQ est stable par union, par récurrence,Q est stable par union finie : donc UFPA Ď Q.

Exercice 5

1. Montrer que la fonction φ : A˚ Ñ N,m ÞÑ |m| est un isomorphisme de monoïdes.
2. En déduire le théorème 1.

Solution.
1. Pour rappel, on supposeA = tau. Alors pour toutm1,m2 P (A˚)2, on a φ(m1 ¨m2) = |m1 ¨m2| =

|m1| + |m2| = φ(m1) + φ(m2). De plus, φ(ε) = 0 ; donc φ est bien un morphisme de monoïde.
CommeA = tau, on remarque que pour tout k P N,φ´1(tku) = taku, doncφ injectif ; etφ(ak) = k,
donc φ surjectif.

2. Considérons Q = tφ(L) | L P Rat(A˚)u = ttφ(m) | m P Lu | L P Rat(A˚)u. Alors Q
contient H, t0u, t1u et est stable par les opérateurs Y, + et E : en effet, φ(L ¨ L1) = φ(L) + φ(L1),
φ(L+ L1) = φ(L) Y φ(L1) et φ(L˚) = E(φ(L)). Donc, d’après l’exercice 4, UFPA Ď Q.
Réciproquement, on montre que Q Ď UFPA : plus précisément, on montre que Rat(A˚) Ď

φ´1(UFPA) = tφ´1(X) | X P UFPAu. En effet, φ´1(UFPA) contient H, tau et est stable
par union, concaténation et étoile de Kleene. On applique ensuite φ pour obtenirQ Ď UFPA.
Donc pour tout L P Rat(A˚), φ(L) P UFPA ; et pour toutX P UFPA, φ´1(X) P Rat(A˚) : c’est
le théorème 1.

Exercice 6

1. Soit L un langage régulier sur un alphabet quelconque. Montrer que |L| = tn P N | Dm P L, |m| =
nu P UFPA.

2. En déduire que LR = tatn
?
nu | n P Nu n’est pas un langage régulier.
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Solution.
1. Onposeψ : A Ñ tau, qui envoie toute lettre deA vers une unique lettre a, et on l’étend surA˚ comme

morphisme.
Alors pour tout langage rationnel L P Rat(A˚), |L| = φ(ψ(L)).
Méthode pas encore vue en cours : ψ est un morphisme, donc ψ(L) P Rat(tau˚), donc |L| P UFPA.
Méthode à faire pour le moment : on montre par induction sur L que ψ(L) P Rat(tau˚), donc |L| P

UFPA.
2. Supposons par l’absurde queLR soit régulier : alors |LR| serait une union finie de progressions arithmé-

tiques.
On sait que |LR| est infini : donc parmi ces progressions arithmétiques, l’une d’entre elles doit être de la
forme p+ qN avec q ‰ 0. On en déduit alors qu’il existe des couples d’éléments de |LR| arbitrairement
grands qui sont éloignés d’exactement q. Seulement, ttn

?
nu | n P Nu n’a pas cette propriété : les

éléments consécutifs de cet ensemble s’éloignent de plus en plus les uns des autres.
Preuve formelle de ce fait :

(n+ 1)
?
n+ 1 ´ n

?
n ě (n+ 1)

?
n ´ n

?
n ě

?
n

donc

t(n+ 1)
?
n+ 1u ´ tn

?
nu ě (n+ 1)

?
n+ 1 ´ 1 ´ n

?
n ě

?
n ´ 1 ÝÝÝÑ

nÑ8
+8

Donc |LR| ne contient pas de progression arithmétique infinie. Absurde!
Donc LR n’est pas régulier.
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