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Travail

Théoréme de Fine-Wilf Bl

Cect est une proposition de correction. Il existe d autres chemins pour arriver an méme résultat.

Partie 1 : Cas des mots infinis

Pour un alphabet A, un mot infini est un élément de AN, Un entier p € N est une période d’un mot infini z si pour
toutj € N, z; = xj4,.

Exercice 1
1. Montrer que pour tout mot infini, 0 est une période.

2. Montrer que 'ensemble des périodes d’un mot infini est de la forme pN, ou p € N.

Solution.

1. Soitx € AN. Alors pour tout j € N, z; = ;0. Donc 0 est une période de .

2. Soitz € AN, et soit P < N l'ensemble des périodes de .
Traitons d’abord le cas ot P = {0} : alors P = ON.
Maintenant, si P # {0}, P contient des éléments strictement positifs. Soit p le plus petit élément de P
strictement positif. Soit p’ une autre période de . Procédons a la division euclidienne de p’ par p : on
dispose d’entiers g € Net 0 <7 < ptelsque p’ = pq + 7.
Pourtoutj € Nyonaz; = Tj1p = Tjipgtr = Tjtptptpttptr = Ljtr par p-périodicité de z. Donc
7 est aussi une période de . Sir # 0, on aurait alors 7 < p une autre période de x strictement positive
et strictement plus petite que p : absurde! Donc r = 0. Donc p’ = ¢p, donc p’ € pN. Donc P < pN.

Pour montrer pN < P, il suffit de procéder a une simple récurrence.

Partie 2 : Cas des mots finis
Pour un mot fini m, un entier p € N est une période de m si pour tout 0 < j < |m| —p — 1, m; = mjp.

Exercice 2

1. Justifier que abbabb et bamba sont tous deux 3-périodiques.

2. Justifier que out est 5-périodique.

Solution.
alb|blal|bl|b bla|m| bl a
1 a|lb|blal|b|b bla | m|b|a
o | u |
2. el

Dans le cas des mots finis, I'équivalent du résultat évoqué dans la partie précédente est le théoreme de Fine-Wilf, dont
la démonstration est l'objectif de ce DM :



Théoréme 1 : théoréme de Fine-Wilf

Soit m € A* un mot, et p et ¢ deux périodes de m. On suppose que |m| = p + ¢ — PGCD(p, q).
kAlors m admet aussi PGCD(p, ¢) comme période.

Exercice 3

Démontrer le théoréme de Fine-Wilf dans le cas ot 'un de p ou de g est nul.

Solution.

On ¢étudie le cas p = 0, l'autre étant symétrique. Alors PGCD(p, ¢) = ¢ : donc PGCD(p, q) est bien une
période de m.

Exercice 4

Soit 7 un mot fini et p et ¢ deux de ses périodes non nulles. On fait deux hypotheses supplémentaires :
— P et g sont premiers entre eux;
— |m| = p+q—PGCD(p,q).

1. On considére la fonction suivante :

[0.p+¢—-1] — [0,p+q—1]
f: T +p six <gq
xT —
r—q sinon

a) Montrer que f([0,¢ —1]) = [p,p+ ¢ — 1] etque f([g,p +q —1]) = [0,p — 1].
b) En déduire que f est une permutation de [0, p + g — 1].
2. Soit j l'ordre de 0 pour cette permutation.
a) Justifierque j < p +q.
b) Montrer qu’il existe a et b deux entiers tels que j = a + betap — bg = 0.
c) Endéduirequej = p +q.

3. Montrer que m est un mot constant.

Solution.

1.  a) Pourtout z vérifiant0 < 2 < ¢ — 1,ona f(z) = 2 + p,doncp < & < p+ ¢ — 1. Donc
f([0,¢ —1]) < [p,p+ q — 1]. De plus, f est injective (c’est une fonction linéaire de pente non
nulle), et les deux intervalles sont de méme cardinal fini : donc f est aussi bijective.

Un raisonnement analogue s'applique pour montrer f([¢,p + ¢ — 1]) = [0,p — 1].

b) Montrons que f est injective : soient x # y deux éléments de [0, p + ¢ — 1].
Si et y appartiennent tous deux 2 [0, ¢ — 1], Pinjectivité de f sur cet intervalle évoquée 2 la
question précédente permet d’en déduire que f(x) # f(y). Un raisonnementanalogue sapplique
au cas ol 7 et y appartiennent tous deux a [¢, p + ¢ — 1].
Size[0,q—1]ety e q,p+q—1],alors f(x) € [p,p+q— 1] et f(y) € [0,p — 1]; ces deux
ensembles sont d’intersection vide; donc f(z) # f(y).
Donc f injective d’un ensemble fini dans lui-méme; donc f est bijective.

2. a) Pour tout élément d’une permutation, son ordre est plus petit que la taille de I'ensemble étudié.
Doncj <p+gq.

b) On sait que f7(0) = 0. Distinguons, dans ces itérations successives de f, celles oti on a ajouté p et
celles ot1 on a retiré g : supposons avoir appliqué a fois la premiere regle, et b fois la seconde. On a
doncj=a+0.




En partant de 0, appliquer a fois la premiere régle consiste a ajouter a fois p; appliquer b fois la
seconde consiste A retirer b fois . Donc f7(0) = 0 + ap — bq : donc 0 = ap — bq.
c) Onaap = bg. Mais p et ¢ sont supposés premiers entre eux : donc, d’apres le lemme de Gauf3,
p | betq | a.Nianibne peut étre nul; doncp < betq < a.Doncp+¢q < a+b = j:donc
j=zpta
3. On déduit des questions précédentes que j = p + ¢ : donc, dans la permutation f, 0 se trouve dans un
cycle de longueur p + ¢; donc f est en fait composée d’un seul cycle de longueur p +- . Donc, pour tout
j€[0,p+ q— 1], ilexiste k; € N tel que f%(0) = j.
On remarque par ailleurs que pour tout i € [0,p + ¢ — 1], m; = my(;) par p ou g-périodicité de m;
donc pour tout j € [0,p + ¢ — 1], m; = TN g5 () = Mo- Donc m est constant.

Exercice 5

Soit mm un mot et p et ¢ deux de ses périodes non nulles. On ne suppose plus que p et g sont premiers entre eux,
mais on suppose toujours que |m| = p + ¢ — PGCD(p, ¢). On note d = PGCD(p, q).

On pose m® = M Mi-dMi+2dMMi43d - - - le sous-mot obtenu en sautant de d lettres en d lettres dans m a partir
de la position 7, pour 0 < 7 < d.

1. Déterminer la longueur des m®.
2. Montrer que p/d et q/d sont des périodes des m?,

3. En déduire que m admet d comme période.

Solution.
1. On remarque que pour construire m®, on prend une lettre sur d dans m. Donc comme m contient
- +qg—d

p + q — dlettres, m”) contient pra = p/d+ q/d — 1lettres.

2~fb9ItOUtk € WLQ/d‘—]ﬂ,Ona7nS)==7nu4d = Mitkd+p = Mitkd+p/dxd = Mitdx(k+p/d) =
m,(;)rp E donc p/d est bien une période de m¥). La condition k < ¢/d — 1 assure qu'on ne va pas trop
loing dans le mot.
Un raisonnement analogue donne que ¢q/d est aussi une période de m®.

3. Pour tout 4, on a donc m® admettant p/d et ¢/d comme périodes, et de longueur p/d + q/d — 1, avec
p/d et q/d premiers entre eux : on peut appliquer lexercice 4 et en déduire que m® est constant. Donc,
pour tout i € [0, p 4+ g — 2d], m; = m;4q : donc d est bien une période de m.

Exercice 6

Soitm un mot, et p et ¢ deux de ses périodes non nulles, de PGCD d. On suppose finalement que |m| = p+q—d.
1. Montrer que m[o p1q—d—1] (le préfixe de m de longueur p + ¢ — d) admet d comme période.

2. En déduire que m admet d comme période.

Solution.

1. Clest une application de I'exercice 5 a Mg pig—d—1]-

2. On montre par récurrence forte que pour tout i € [0, [m| — d — 1], m; = mj1q.
Initialisation : pour i < p + ¢ — 2d — 1, m; = M4 par d-périodicité du préfixe de m de longueur
p+q—d.
Hérédité : pouri = p+ ¢ — 2d, onam; = myq, alors M1 = m;_pi1 ="% My_piiqg = Mit14a-
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