CPGE 2éme année — Louis-le-Grand — Pierre BEAUR

Travail

Lievre, tortue et automates (k!

Ceci est une proposition de correction. Il existe d autres chemins pour arriver anw méme résultat.

Partie 1 : algorithme du liévre et de la tortue

Question 1 : base mathématique

Soit £/ un ensemble finiet f : £ — FE.Pourx € FE, on définit la suite (uy,)nen € EN telle que ug = T et
Up+1 = f(un>

1. Montrer que la suite (1, )nen est ultimement périodique, c.-a-d. qu’il existe K € N et P € N* tels que
pour toutn = K, u,, = Upyp.

2. Onnote Per(u) = {P € N* | 3K € N,Vn > K,u, = u,p}. Montrer qu’il existe un unique P tel
que Per(u) = PN*.

On appellera Pla période de w.
3. Onnote Prep(u, P) = {K e N | Vn > K, u, = u,,p}.
a) Justifier que Prep(u, P) admet un minimum K.
b) Montrer que K = min{min(Prep(u, P)) | P € Per(u)}.

On appelle K la prépériode de u. Quand I'énoncé évoquera la période et la prépériode d’une suite, ce sera
en référencea Pet K.

Bonus. Justifier l'existence de la période et de la prépériode d’une suite par un simple dessin.

Solution.
1. On remarque que la suite (4, ) en est & valeurs dans un ensemble fini. Par le lemme des tiroirs, il existe
K e Net P e N*tel que ux = ugp.
Montrons par récurrence que pour tout 1 = K, Uy, = Up4p:
Initialisation : pourn = K, on sait que U = Uk 4p-
Hérédité : supposons que u,, = Uy p. Alors:

Up+1 = f(un) = .f(un—i—P) = Un4+P+1

Donc la propriété est vérifiée au rang n + 1.
Donc la suite est ultimement périodique.
2. Comme Per(u) est non vide, est inclus dans N* (donc minoré) et est fermé (pour la topologie sur R),
Per(u) admet une borne inférieure qui est son minimum. Notons la P.
Soit ) € Per(u). En notant K j et K les K correspondant, on pose K = max(K 5, Kg).
D’aprés Pidentité de Bézout, il existe a, b € Z2 tels que PGCD(P, Q) = aP + bQ. L'un de a ou de b

doit étre positif; on étudie le cas @ > 0, lautre étant analogue. Alors, pour toutn > K :

Up = Upyop = un+a15+bQ = un+PGCD( )

,Q
Donc PGCD(P, Q) € Per(u). Par minimalité de P, PGCD(P, Q) > P;donc PGCD(P, Q) = P.
Donc P | Q. Donc Per(u) € PN*.
Pour I'inclusion réciproque, si & € N*, pour toutn > Kp,u,, p = U, 9p = '+ = U, .p par
récurrence immédiate; donc PN* < Per(u).




3. a) Lensemble Prep(u, P) est un fermé (pour la topologie sur R) non vide minoré; il admet un mi-
nimum.
b) Repris d’Eric Desurmont. Soit K" = min{min(Prep(u, P)) | P € Per(u)}. Alors, par minima-
lig, K’ < K.
Puis soit P € Per(u) et K € Prep(u, P).Sin > K :

Up = UntPxk pour tout k € N

= Un+Pxky telquen + P x ky = K

= Uy, pukys P = Upyp:Onpeutretiter Pcarn+ P >n > K

Donc K € Prep(u, P),donc K < K, donc K < K'.

L'objectif est maintenant de calculer la période et la prépériode d’une suite de maniere efficace.
Question 2 : algorithme naif

1. Ecrire en OCaml une fonction per_prep : 'a -> ('a -> 'a) -> (int * int) qui prend en en-
trée ug et f et renvoie le couple (P, K') correspondant 2 la suite u générée.

On suppose qu’un appel a f (peu importe I'entrée) nécessite F’ opérations : la fonction devra sexécuter en
O((N + K)F + (N + K)?). On justifiera cette complexité. S7 la suite n’est pas ultimement périodigue, on
autorise [ algorithme a ne pas terminer.

2. Justifier que si le type 'a est hashable, la complexité temporelle de votre algorithme peut descendre a
O((N + K)F) en utilisant des dictionnaires.

Solution.

1. let rec est_dedans 1li elem = \
match 1i with

| [ -> false

| t::q when t = elem -> true

| t::q -> est_dedans q elem;;

let rec indice 1li elem =
match elem with
| [1 -> failwith "oups !"
| t::q when t = elem -> O
| t::q -> 1 + (indice 1li q);;

let per_prep u0 f =
let rec boucler elem suite =
if est_dedans elem suite
then begin
let k = indice suite elem in
let p = (List.length suite) - k in
k,p
end

else
boucler (f elem) elem::suite
in

\\‘ boucler u0 [];;




La fonction est_dedans opére en temps linéaire sur la liste 2 traiter; la fonction indice aussi. A
chaque nouvel appel 4 la fonction boucler, on fait un test sur suite, qui est de longueur au plus
K + P. De plus, 2 chaque appel, on appelle la fonciton F. Donc chaque appel nécessite O(F 4 K + P)
opérations élémentaires. On procede a au plus O(K + P) appels; la fonction opere en temps O((K +
P) x (F+ K + P)).

Si le type 'a est hashable, plutét que de retenir la suite déja calculée dans une liste, on peut stocker
dans un dictionnaire qui, 2 un élément, associe I'indice o1 on trouve ledit élément. Plutdt que d’appeler
est_dedans et indice de complexité linéaire, on fait alors des appels en O(1); la complexité s¥écrase

en O((P + K)F).

Solution.

2
3.
4

. Soit m’ minimal tel que m' > m et w,,y = Ugyy.

Question 3 : algorithme du liévre et de la tortue

On présente ici un autre algorithme en temps O((N + K) F') qui ne fait pas appel aux dictionnaires.
1.

Montrer qu’il existe m € N* tel que uy, = Ugpm,.

. Soit m minimal vérifiant la question précédente. Montrer que P | metque K < m

Montrer que m < <K + P.

a) Justifier 'existence de m/'.
b) Montrer que m’ < m + P.
c) Exprimer P en fonction de m et m/.

Ecrire une fonction lievre_tortue : 'a —> ( 'a > 'a) -> (int*int) qui prend en entrée
et f et renvoie le couple (P, K) en temps O((N + K)F).

1. IIsuffitdeprendrem = K x P:ug p = Uz, pip = " = Uiy prixp = Yoxixp

2. On remarque que m définit une période de u : pour tout 7 = 0, Upypn, = Uptptm par récurrence
immédiate. Donc m € Per(u) = PN;donc P | m. On remarque par ailleurs que m € Prep(u, m);
donc d’apres la question 1.3.b), K’ < m.

3. Dans lintervalle [ K, K + P], il y a un multiple strictement positif de P; notons-le j P. Alors uy; 5 =
U;ps par minimalité de m, on en déduit que m < K + P.

4. a) On peutétendre le résultat de la question 3.1. : on remarque qu'en fait, pour tout j K P, on a aussi

Uigp = UgjRps donc il y a une infinité de m' tels que w,,y = gy, et donc un minimal plus
grand que m.

b) Clestle méme raisonnement qu’ la question 3.3 : dans 'intervalle [m + 1, m + PJ, on eststir de
trouver un multiple de P qui conviendra.

¢) De méme que pour m, 7/ est aussi une période, donc P | m/. Doncm < m/ < m+ P, P | m
et P | m’:onadoncm’ = m + P.Donc P = m' —m.



S. let lievre tortue u0 f = ‘\\

let a = ref (f u 0) and b = ref £ (f u0) in
let m = ref 1 in
while 'a <> !b do
a :=f la ;
b :=f (f 'b) ;
incr m
done;
let m' = ref (Im+1) in

a:=fla;b:=f (f 'b);
while 'a <> !b do

a := fla ;
b :=f (f 'b) ;
incr m'

done;

let p = !'m' - 'm in

a :=u 0 ; b :=u0 ;

for k=0 to (p-1) do
b :=f b

done;

let k = ref O in

while 'a <> !b do
a:=f'la;b=1£f1Db

done;

\\‘ p,'k;;

Partie 2 : désubstitution d’automate

Question 4

Soit A un alphabet et soit o : A* — A* un morphisme du monoide libre, c.-a-d. V(u, v) € (A*)? o(u - v) =
o(u) - o(v).
1. Justifier que o est enticrement défini par les images des lettres : si 7 est un morphisme du monoide libre tel
queo(a) = 7(a) pour touta € A, alorso = 7.
2. Pourunlangage L,on pose 0~ (L) = {m € A* | 0(m) € L}. Montrer quesi L est régulier, alors 0~ (L)
est aussi régulier.

3. Pour un automate déterministe complet A = (A, Q), 7, F’, §), donner explicitement un automate détermi-

niste complet o~ (A) tel que Lo (A)) = o H(L(A)).

Solution.

1. Soiento et tels que pourtouta € A,0(a) = 7(a). On montre que pour toutm € A*,o(m) = 7(m)
par récurrence sur la longueur de m.

Initialisation : pour |m| = 0, il suffit de remarquer que o (¢) = ¢ = 7(¢).
Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n. Soit m € A" *!; on pose m = wa avec z € A" et
ae A Alors:




=7(x)7(a) par hypothése de récurrence

Donco = .

2 et 3. Soit L un langage régulier, alors par le théoreme de Kleene, L est aussi reconnaissable, et méme re-
connaissable par un automate fini déterministe complet. Notons cet automate déterministe complet
A= (A0Q,iF,0).
Posons B = (A, Q, 7, F, A) tel que :

Vge Q,Vae A, Ag,a) =6"(q,0(a))

Le caractére déterministe complet de 2 rend cette définition valide. Montrons que £(B) = o (L)
par double inclusion.

. ;. . m\m\—l
Soit m € L(B); alors on peut décrire son calcul dans Bi = gy —> q; —> gg —> ... ———> Qjm|
avec A(g;, m;) = gj+1. On obtient alors que §*(g;, 0(m;)) = ¢;+1; donc en concaténant, on obtient
par récurrence immédiate 6* (i, 0(m)) = qjm). Or, le premier calcul décrit étant acceptant dans B,

jm| € F; donc le dernier calcul est bien acceptant dans A, et o(m) € L(A) = L. Doncm € o~ *(L).
Soitm € 0~ (L);alors o(m) € L = L(2). On définit alors par récurrence les états (;)o<j<|m| par:
— Qo =1;
— g1 = 0%(g5,0(m;)).

a(mo) 4 o(m1) o(Mym|-1)

Ces états décrivent un calcul i = ¢ ——* ¢ —=* ¢ —* ... ———* q|,,) acceptant o(m
0 Im|
/ o / 1: . m m Mim|—1
dans 2. On en déduit immédiatement que ¢ = g —> ¢1 —> @@ — ... —— qjm| est un calcul

acceptant m dans 8. Doncm € L(5B).

Question 5

On encode les automates déterministes complet sous le format suivant (similaire au sujet Mines-Ponts 2019) :
— on se place dans le cas d’un alphabet binaire A = {a, b};
— onsuppose ) = [[0,n — 1]] pour un certain entier n, et Iétat initial ¢ vaut toujours 0;
— un automate est encodé par un triplet (n,delta,f) ou:

— 1, de type int, est le nombre d*états de 'automate;

— delta, de type (int*int) array, est un tableau de longueur n qui stocke les couples
(0(q,a),0(q,0));

— f,detypebool array, est un tableau de longueur n tel que £ . (q) vaut true ssi g est un état final.

— onposealors: type automate = int * (int*int) array * bool array.

On implémente les mots comme étant des char 1ist :le mot abba est encodé comme ['a';'b';'b";'a'].
On rappelle que les char sont écrits avec des apostrophes, contrairement aux chaines de caracteres.

1. Ecrire une fonction delta_etoile : automate -> int -> char list -> int quiprend en en-
trée un automate, un état ¢ et un mot 1 et renvoie 0* (g, m).

2. On encode un morphisme comme un couple de mots, donc de type (char list) * (char list)
(par exemple (['a';'b'],['a"'])). On pose alors : type morphisme = (char list) * (char
list). Le premier mot est I'image de a, le second I'image de b. Ecrire une fonction desubtitution
automate -> morphisme -> automate dentrées 2l et o et qui renvoie o1 (Ql)

3. La taille d’'un morphisme est le maximum des tailles de ses images. Estimer la complexité de votre pro-
gramme en fonction de n et de |o|.



Solution.

1. let rec delta_etoile aut q m = ‘\\
match m with
| [1 ->q
| lettre::reste -> let (n,delta,f) = aut in
let succ_a,succ_b = delta.(q) in

let next = if lettre = 'a' then succ_a else succ_b in
\ delta_etoile aut next reste;;
2. let desubstitution aut sigma = \

let (n,delta,f) = aut in
let motl,mot2 = sigma in
let delta2 = Array.make n (0,0) in
for g=0 to (n-1) do
delta2.(q) <- (delta_etoile q motl, delta_etoile q mot2)
done;

\ (n,delta2,f);;

. On rappelle que n est le nombre d*états de 'automate initial.

D’abord, analysons la fonction delta_etoile : chaque appel esten O(1), etelle procede & |m| appels.
Ensuite, analysons desubstitution. Linitialisation de delta2 esten O(n). Puis examinons la boucle
pour : chaque passage de boucle fait 2 appels 2 delta_etoile, donc chaque passage est linéaire en la
taille des mots du morphisme. Donc chaque passage esten O(|o|). Il y an passages de boucle; il y a donc

O(n x |o|) opérations élémentaires.

Solution.

Question 6

Soit A = (A, Q, I, F,T) un automate fini de langage L, et o un morphisme du monoide libre.
1.
2.
3.

Montrer que la suite (07" (L)) en est ultimement périodique.
Majorer la période et la prépériode de cette suite en fonction des données du probleme.

Estimer la complexité du calcul des valeurs exactes de la période et de la prépériode en fonction de A et de

. On suppose 2 déterministe complet. Plutét que directement manipuler la suite des langages,

intéressons-nous 2 la suite (0" (2())en. Par récurrence immédiate, ona L(o™"(2A)) = o "(L).

On remarque alors que 'opération de désubstitution construite ne change pas le nombre d*¢tats : 2
et O'_I(Ql) ont le méme nombre d*%tats. Donc la suite (07" (2)) e est A valeurs dans £ = {B |
B est un automate déterministe complet avec || états}. Ce qui nous sauve est que £ est un ensemble
fini : | E| < (|Q|?)l. Donc par la question 1.1), la suite (7™ (21)) e est ultimement périodique.

Donc (L£(07"(L)))nen est ultimement périodique.

. Comme écrit précédemment, |E| < (|Q]?)!9 = |Q|?9l. En effet, il suffit de choisir pour chaque état

ses deux états successeurs.

. Tsuffit d’appliquer la complexité du ligvre et dela tortue avec Pet K < (|Q?)? et F = O(|Q| x o).

Finalement, on obtient une complexité en O(|Q|?@I*! x |o|). Clest beaucoup.
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