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L Arithmétique a virgule flottante (2023) B

*

On définit un format de nombre a virgules flottantes  par trois entiers :
1. une précision p € N*;
2. un exposant minimal €, € Z;

3. un exposante maximal €,,,x € Z, avec €min < 0 < €pay.

Etant donné un format ¢ = (P, €mins €max ), lensemble des nombres flottants définis via ce format est :
FP, = {(-1)*- M - 2Pt | 5 € {0,1}, e € Z, emin < € < ema, M € N, 271 < M < 2P}
L {(=1)% - M- 20 Pt 5 e {01}, M e N,0 < M < 2P}

La précision p correspond ainsi au nombre maximal de chiffres dans I¥écriture de M en base 2. Par exemple, le
format double précision utilisé par la plupart des machines est g4 = (53, —1022,1023). On suppose que ¢ est
fixé.

On note (2 le plus grand nombre flottant représentable et v = 277,

Question 1

On suppose dans cette question que p = 3 €t €max = €min + 3. Représenter schématiquement les nombres
flottants sur [0, 26mi»+3].

Solution.

Dans la définition de FP, on note V le premier ensemble (correspondanta {(—1)%- M -2¢7P1 | s € {0, 1}, e €

Zyemin < € < €ma, M € N, 271 < M < 2P}) et SN le second (correspondant a {(—1)% - M - 26mn—P+L |
se{0,1}, M e N,0 < M < 2/71})
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Les nombres de SN (appelés nombres sous-normaux) sont espacés de 2°»~2; puis on considére des ensembles
espacés de Qmin—2 puis de 2emin—1 puis de 26 .,
Une interprétation utile est qu’un élément de IV peut étre écrit comme un nombre de la forme ' x 2¢ ot

1 < 2’ < 2:cest une forme d’écriture scientifique en binaire, o1 € est compris entre €, et €y,,. Les nombres
sous-normaux sécrivent sous la forme 2/ x 2 ot () < 2/ < 1.

Pour tout réel x tel que || < €2, on note RN(x) le nombre flottant le plus proche de .

Question 2

La définition de RN(x) est-elle bien construite ?




Solution.

Non; il sufhit de remarquer qu’il y a un nombre fini déléments de FIP qui sont totalement ordonnés par l'ordre

s ;o rry
usuel. Considérons x et y deux tels flottants consécutifs : alors n’admet pas « un » nombre flottant le

plus proche, mais 2.

En réalité, si x n'est pas littéralement 2 mi-chemin entre deux flottants consécutifs, RN(x) est bien défini. En
général, on définit donc une regle de rupture dégalité en « tzes o even » : on prend la mantisse terminant par
un 0.

Question 3

Montrer qu'il existe a, b € FP tels que |a + b| < Qeta + b ¢ FP.

Solution.

Soit @ = 2¢mn~P*1 (le plus petit réel strictement positif représentable) et b = 2. Alors |a 4 b| < 2b = €,
mais :

a + b — 25min_p+1 _I__ Qemax

— Qemmprrl > (1 4+ 26max76min+p71)

Alors, si a + b était représentable, 'exposant serait €., —,+1 (Sans quoi, la mantisse ne serait pas enti¢re), mais
p p+ q
14 26ma—emntP=1 > 11 9P+1 donc cette mantisse est trop grande pour étre valide dans notre représentation.

Question 4

Montrer que pour 2°* < |z| < €, RN(z) =z - (1 + ¢) avec |d| < w.

Solution.

Remarque : il existe des solutions plus simples a cette question.

On étudie le cas x positif. On étudie plutdt deux nombres: x_ = = x (1 —u)etzy = x x (1 + ). On
cherche 3 montrer qu’il existe au moins un nombre représentable dans lintervalle [z_, 2.

Comme 2°"" <z, alors on peut écrire x comme x = 2’ x 2°0u1 < 2’ < 2ete = ey On pose

+00
=1+ Z a;27" son écriture binaire. Alors :
i=1

- =12'"x2°x (1—u)

= (2" —ua’) x 2¢

+00 ' +00 '
= (14 a2 =27~ > a2 x 2°
=1

i=p+1
“+00 -+00
rp= (14 a2 +274+ > a2 x 2°
i=1 i=p+1
p—1
Alors posons y = 1 + Z ;27" + 27P (ce n’est techniquement pas une écriture binaire directement, on y

i=1
reviendra plus tard). Alors :

p—1 +0 +
po=(14 ) a2 + > a2 =277 — Y a;,2') x 2°
i=1 i=p

i=p+1




p—1 +o0 +00
<1+ Z a;2 "+ Z 27t 9P _ Z a;_p2t) x 2°
=1 i=p i=p+1
p—1 +00
<A+ a2t 2P 27— M g 20 x 2°
i=1 i=p+1
p—1 +0
<@+ da2 427 = ) a2 x 2°
i=1 i=p+1
< (y) x 2°
De méme :
+o0 +o0
= (1+ Z ;27 277 + 2 a;_p2") x 2°
=1 i=p+1
p—1 400 +00
=1+ > a2+ > a2 +277 + ) a;,2) x 2°
i=1 i=p i=p+1
p—1
>(14) a2 +27) x2° =y x 2°
i=1
Doncz_ <y x 2° < x4. De plus, y x 2° est représentable! Donc l'intervalle [z_, 2] contient au moins un
élément représentable, donc notamment RN(z).
Remarque : si [z| < 2", ca peut devenir faux. En effet, si z > 0 est ridiculement petit, alors RN(z) = 0,
maisz x (14 49) > 0.

On note +pp Iaddition sur les flottants, qui satisfait © +gp y = RN(z + y) lorsque |z 4 y| < €. Dans la suite,
on admet que l'on peut toujours utiliser I'équation de la question 4.

Question 5

Soit (x1, ..., x,) € FP". On considére la fonction Sommelterative définie par algorithme suivant :

S < T

pouri=2an:
| S« S+ppz;

retourner s

On suppose que n - u < 1. Montrer que :

n
) nu
Sommelterative(zy, ..., T,) — Z il < Ynq - 2 | ;] avec vy, =
; , 1—nu
=1 =1
Solution.
On remarque qu’a chaque étape du calcul :
Sommelterative(xy, . . ., Tk, Tx+1) = RN(Sommelterative(xy, . . ., k) + Tgi1)
= (Sommelterative(z1, ..., xk) + Tx41) X (1 + 9g)



avec un certain |d;| < w. Donc, par récurrence, on obtient la formule :

Sommelterative(xy, . .., T,) = Z T; X H (1+6x)
i=1 k=max(,2)

On montre alors que chaque H(l +0x) < 1+ 7,_1,quise prouve par récurrence sur le nombre de facteurs.
On conclut alors directement.

On suppose que l'on dispose d’une primitive 2Sum : FP? — FP? telle que pour tous flottants a et b, si (s, 1) =
2Sum(a, b), alors :

1. s+t=a+b;
2. s=RN(a +b);
3.0t < wu-|sl;

4. |t| <u-la+b|.

Question 6

On considere la fonction SommeComposee définie par I'algorithme suivant :

1 < I
g1 < 0
pouri=2an:
L T1,q; < ZSum(Wi_l, CL’Z)
0; <= 0;—1 TFP ¢
retourner 7, +rp 0,

On suppose que n - u < 1. Montrer que :

n n

n
SommeComposee(z1, . . ., Ty) — Z T <u- Z T+ Y2 - Z |4
i=1

i=1 =1

Justifier ensuite de 'intérét de l'algorithme des sommes composées.

Solution.

Remarque : cette preuve est tres désorganisée; si vous réussissez a trouver comment en simplifier Iécriture,
n’hésitez pas a me le communiquer.

Par les propriétés de 2Sum, m; + ¢; = m;—1 + ;.
i
On cherche a majorer a; = Z x; — T, qui est lerreur faite. On observe qu’on maintient 0, qui est censé étre
k=1
une approximation de a; : en effet, 4 la fin, si on avait 0,, = a,, on renverrait la somme exacte. On cherche
donc & comparer a; et 0; : on pose A; = 0; — a;. Alors :

o= (i1 +q) x (14 6;)
= (A1 +aim1 +q) x (146;)
i-1
= (A1 + Z Ty — i +mio+x; — ) x (1+6;)
k=1




Donc:

Aizoi—ai:(Ai_1+ai) X (1+(51)—CLZ
:Ai—l X (1+5z)+azx5z

On cherche a trouver une expression récursive de A;. On rappelleque Ay =a; — 0y =21 —m — 0=0.]Je
trouve :

A = Zakék H (14 6;)

j=k+1
On remarque par ailleurs que a; = 2 Q.-
Enfin, le résultat renvoyé est 7, +pp 0, = (7, + 0,,) X (1 4 Jp). Or

7rn—i—an:2xk—an+an22xk+An

Donc:

SommeComposee — Zxk = (Z zr + Ay)(1+ ) — Zxk = 602xk + A, (14 o)

Donc:

SommeComposee — Zxk’ < |ul - ’Z l‘k’ + [AL|(1 4 u)

Reste a majorer |A,,|(1 + u). On remarque que A,, = 0,, — @y, : or, ce sont tous les deux les sommes des ¢;,
si ce n'est que 0, est la somme itérative, et a,, la somme réelle! Donc par I'exo précédent :

1A, < %1§]%
< ’Yn—121U7Ti|
< fyn_lui(l + Yi1)| ZZ: |2;]
B Z 2 ]

1 _ 1
—((i=Du) " 1= ((n—1u)’

J'ai le droit de majorer

|An| < Y 1U Z’%‘_'Yn1><2|%‘

Pfiou!

L’intérét : le premier terme derreur a une constante indépendante de n, et uniquement dépendante de la pré-
cision. Le second terme, lui, dépend certes de 1, mais est aussi quadratique en u, donc aura tendance a trés vite
décroitre.




Question 7

On admet les résultats suivants :

Lemme 1 : lemme de Sterbenz

2
Siz,y € FP tels que % < ¢ < —, alors & — y est exactement représentable.
Y

Soient a, b € FP, si s = RN(a + b) < ,alorsr = (a + b) — s € FP.

Soient a, b deux nombres flottants tels que @ > b > 0. Comment calculer a + b de manicre exacte en trois
opérations?

Solution.

Sivouslisez ce corrigé, je n’ai pas le temps de résoudre cette question. Si vous avez une solution (méme partielle),
n’hésitez pas a me la communiquer.




